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Die zweite Airfläg<e dieses L^i^deiiB ist sowohl ent- 
sprecbend der gan^tigen Aufhähmei, -welcile die| erste- Aus- 
gabe gef\!inden hat, als auch den gegenwärtigen Anifbrde* 
( ran^cu, die man von einem vol'ztijgfiweise titt künftige Te<^ 
S^ niker bestimmten Bache inacheii kanh Und wß, iiiiig«»- 
^ beitet and mit mehrfachen Zusätzen^ Beispielen etc. versehen 
^ worden. Namentlich habe ich, nach dfen eigenen Erfahrungen 
^ im LefatfArdi^; ge|[laitbt, die Theorie der Kräftepaare, so wie 
^ auch nach mehrseitig ausgesprochenem Wunsche, Einiges 
^ über Stabilität der Körper aufnehmen zu müssen. 
ri Die Ableitung der Hauptsätze in §. 18 ohne Zuziehung 

der Kräftepaare zu machen, schien mir aus mehrfachen 
Gründen y besonders aber deshalb wünschenswerth, um die 
Einftihrung der Paare als eine Nothwendigkeit darthun zu 
können. Beim Vortrage wird die nochmalige Herleitung ge- 
dachter Sätze mit Hülfe der Paare ; als eine zweckmäßige 
Übung zu betrachten sein. In Bezug auf Darstellungsweise 
als neu, dürfte besonders das Kapitel über Festigkeit der 
Körper erscheinen ; eine noch mehrige Vereinfachung scheint 
mir hier, ohne der nothwendigen wissenschaftlichen Begrün- 
dung zu schaBen, beinah unmöglich. 

Den Wünschen eines hochgeehrten Herrn Recensenten 
der ersten Auflage, im 196. Stück der göttingischen gelehr- 
ten Anzeigen vom Jahre 1840, glaube ich überall entspro- 
chen zu haben. 
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VI 

Aaßer den bereits bei der ersten Auflage an mehreren 
Stellen benutzten Werken von Brix, Burg, Kaiser, Poncelet 
u^d Weisbach, habe ich hier noch besonders anzuführen: 
PoiHsofs „ElSmenis de Statiqu^' und Sonnefs „Premiers 
Elements de Mecanigue." 

Endlich halte ich es für Schuldigkeit, zu bemerken, daß. 
mir die mehrmals versprochene rasche Beendigung des gan- 
zen Werkchens, trotz des besten Willei\s nicht möglich war. 
Diejenigen meiner Herren^ CcfUegeii^ l^el6he dasselbe bei ihren 
Vorträgen benutzten, werden es aus eigenen Erfahrungen 
wissen, wie schwierig das Bücherschreiben ist, wenn man 
außer seinem Lehrfache noch mehrseitigen anderen amtli- 
chcHn, gewerblichen: andiiind^MrieUeoi^VerpflidUaiigeQ nach- 
zakomm(^,h«^ Sfo-yiel ich termstg^ we^de ich jedoch äprge 
trag^> niind^teiis die Mechanik vor Ablauf dfs ^bquoitig^ii 
Jal^e$ zu. Vf(^I^(rn, so wi^ Auch 4i^ ]4tascl^inanU)irc,niQg- 
lietis^ baJd,. folgen. zu flawen..; . !; '' 

Hannover, ini Apri} 1845 . 

: ' .•« I • .'.I. 
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JLras Undurchdringliche im Räume, d. h. das, was den Raum so 
erfüllt, daß da, wo es ist, zugleich nichts Anderes sein kann, 
heißt Materie. Ein bestimmter Theil der Materie, der nach allen 
Richtungen hin begrenzt ist, wird ein Körper und die Menge 
der Materie,, aus welcher ein Körper zusammengesetzt ist, die 
Masse desselben genannt 

Die Sterile des unendlichen Weltraumes, die einKöip^r (oder 
eine andere geometrisch^ Größe, ein Punkt, eine. Linie, eine 
Fläche) einnimmt, nennt man seinen absoliÄen Ort. Vergleicht 
man den Ort eines Körpers mit den Oertern anderer Körper, so 
erhält ttian seihen relativen Ort. . ' ' 

Verharren Jtn ÖrtiB wfrd Ruhe, stetige Örtkveränderung' Be- 
wegung genaniit. Wie vorher bei dem BegHffe. des Ortes, so 
kann man auch hier absolute und relative! Ruhender Bewegung 
unterscheiden. • .-,. \ 

§.3. • 

Alle Körper haben das Bestreben,- in dem einmal angenom- 
menen Zustande ^er Rüihe, oder der Bewegung zu verharren; 
eine Eigenschaft, welche man Trägheits- oder Öeharrnngs-Ver'- 
mögen nennt Soll daher der^ ^Zustand eines Körpers geändert 
werden, so nmß irgendf iftine Ursache vorhanden sein, welche 
dieß bewirkt Diese Urtache- bezeichnet man mit dem- Namen 
»Kraft« Hierbei kümmert man sich jedoch nicht um das 
Wesen demselben, sondern beurtheiltsife nur nach fliren WiÄungen. 

Wenn gleichzeitig mehrere Kräfte auf einen Körper wirken, 
so kann der FaU eintreten, daß diese Kräfte sich so gegenseitig 
vernichten oder aufheben, daß der Körper gar keine Bewegung 
annimmt; diesen besonderen Zustand eines beweglichen Körpers, 
der in Ruhe bleibt, obwohl er von verschiedenen Kräften getrie-^ 
ben wird, nennt man das Gleichgewicht, oder man sagt» daß 
diese Kräfte im Gleichgewichte sind. Die Wissenschaft aber, 
welche betrachtet, in wiefern Kräfte, die auf irgend einen Körper 

1 



(oder eine andere geometrische Größe) wirken, entweder Gleich- 
gewicht oder Bewegung zu erzeugen im Stande sind, wird 
M*echaniic*) genannt, und sie zerfällt nach den beiden eben 
genannten Beziehun^a- ia-difi Stfl^ili*'^' fnd in die Dynamik***) 
oder in die Lehre vom' Gielcfigewichl und In die Lehre von der 
Bewegung der Körper. 

§. 5. 

Nach der Art und dem Grade, wie und wie stark die^Thelle 
der Körper zusammenhängen (dem Aggregätszustande) nennt man 
dieselben fest oder flüssig. Fest hoißt ein Körper, wenn seine. 
Theile so" zusammenhangen, daß er etne bestimmte Gestalt hat; 
flüssig dagegen, wenn dieß nicht der Tall ist, sondern sich $ein^ 
Gestalt nach der des Gefsißes richtet, worin er enthalten ist.' 

Die flüssigen Körper werden ferner eingetheUt in zusam- 
mendrückbare (elastische oder eicpansible) und in nichtzusammen- 
druckbare (tropfbare) ; letztere sind entweder gar nicht, ^der bloß 
durch außerordentliche Krüfte und auch da nur äußerst wenig 
zusammenzudrücken; von ersteren gilt da3 Gegentheil. 

Als Repräsentant der nich zusammendrüekbaren Körper wählt 
man gewöhnlich das Wasser (^T8cj({) und ej^en^o als den der 
zusammendrückbaren die atmosphärische Luft ('Ai]q). 

Nacl\ den angegebenen Aggregats - ZiUtMlnden der Körper 
läßt sich aber die Mechanik eimtheUen: . 

1) in die Mechanik fester Körper; 

2) in die Mechanik nicht-^zusammendrückbarer Flüssigkeiten^ 
und 

,3) in die Mechanik ^usai^o^endrückbai^ F|üssigke^en« 
In Bezüge auf $. 4. giebt es ctemnaeh. sechs Theile der ger 
sammten Mechanik,, nämlich: 

1) die Statik fester Körper oder. GeostMik; . 
. 2) die Dynamik, fester Körper odoi; Geody^a|llik; 

3) /die Statik nicht •* s^usaminendrilckbarer FlUssigli^eit^ o;4er 
die Hydrostat^; 

4) die P]^amik nicl^t-izusan^nendrüpkbaiier FlOssq^M^: ^^lar 
die Hydrodynamik; 

5) die Statik zusammendr^kbarer Flüssigkeiten oder die 
Aerostatik, und 

6) ^ Dynamik zusammendrück^arer Flüasigbeiten oder die 
Aerodynamik (Pneumatik). 
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•) Ton Mi]xart| — Maschine. 
**) Ton txdta -^ steben, stellen; 
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Erster Abschnitt. 

Cieostfitlk. 



Erstes Kapitel. 

Vom Gleiehgewithte der Korper nißerhaupt 



I ' I 



I. Vöiiänfig^ Begriffe. 

In der Statik hat man bei der Be$tiniffGiu|ig: einer Kraft Aaob» 
bemerkte dtei^ 4)ii|ge in < Betracht , zp: zieben^ idimlich : 

t) ibren Angriffspunkt, .4*. k.'.d^jeBigen Punkt eines 

B^rpers, auf : .is;Ke)cl^epa die ' unmittelbare Einwirkung der 
' ; fosift statt h^; .. >.!,.-. 
3)' Qire ftieh.tuii|g» 4...1I. ^e^ gerade Linie^ nach welcher sie 

itire WirkvHpg.'äußejit; wA 
3) ihre Größe oder lot^fuität, welcher Begriff jedoch erst 

weiter unten, durch ' die Principien des Gleichgewichtes 

selbst, näher bestimmt Verden wird.*) 



\: 7.- *'• 

Die Basis, worauf die ganze Statik beruht, bilden einige 
Grundsätze, die wie nachstehend lauten: 

1) Wirken auf einen und denselben Punkt eines Körpers 
zwei gleiche Kräfte nach einander entgegengesetzten Rich- 
tungen, so bleibt der Körper in Ruhe; die Kräfte erhalten 
einander im Gleichgewichte. 

2) Wirken mehrere Kräfte auf einen Körper, und sind einige 
derselben im Gleichgewichte, so ist die gesammte Wirkung 
aller. Elräfte dieselbe, jenesich Im Gleichgewichte halten- 
den jKräfite^ mpgeu yrirksam., bleiben oder .ganz . fehlen; 
dasselbe wird auch der Fall sein, wenn man noch so 
viele im Gleichgewichte -befindliche Kräfte hinzusetzt 
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") Der Begriff tZ^iV^- bleibt in def Statik 'völlig aasg:escM<)9!^n, Ws zugleich 
(gefttiilber der D>)rnaii|iiO d«ft.Eig(!|ii|h&inIiclie4#raelbep:ft08i9a^ : v 
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3) Die Wirkung einer Kraft bleibt dieselbe, in welchem be- 
liebigen Punkte ihrer Richtungslinie der Angriffspunkt ge- 
dacht werden mag, wenn dieser Punkt nur mit dem ersten 
(wahren) Angriffspunkte entsprechend verbunden ist. 

Mit Hülfe des ersten^ Grundsatzes wird es zunächst leicht, 
abzugeben, wie man KriUfttatfi^^^linä den Begriff »Größe einer 
Kraft« bestimmen kann. 

Nimmt man nämlich irgend eine Kraft als Einheit an, so 
müssen offenbar zwei .solfhe nach derselben Richtung wirkende 
Kräfte die Kraft = 2, drei Solche die Kraft = 3, und allgemein 
n solche die Kraft s=3 n vorstellen.- Zugloch sieht man hierbei, 
wie man die GröBen der KLräfte durch Zahlen auszudrücken im 
Stande ist, wobei noch bemerkt werden muß, daß man entgegen- 
gesetzte Richtungen durch dfe Vorziehen -f- und — unterschei- 
det; femer wie man dieselben durch Linien darstellen kann, die 
den eben bemerkten Zahlen proportional sind und die man meist 
auf 4en Kraftrichtüngen: aufträgt. 

Sagt Bflian also, daß eine Kraft == P der Ridi- 
tung und Große nach durch eine gerade Linie 
AB Fig. 1. dsurgestolft wird, so ist dieß so zu 
verstehen, daß die Länge AB dfe Linieneinheit 
AC eben ••«6 oft enfhsät, als in P die Kraftein- 
heit = p enthalten ii% &. h. ^ß man hat . 

'^'P:p = AB:Aa • 

Da aber »und AÖ Einheiten sind, so folgt 
noch : 

P: t =:^AB: 1 oder P=^AB, 
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IL Von der Zusammensetzung und dem Gleichgewichte solcher 
Kräfte, die mit ihren Richtungen in derselben Ebene liegen 
und einen gemeinschaftlichen Angriffspunkt haben. 

§.9. 
Wenn auf einen Punkt eines festen Körpers zwei oder meh- 
rere Kräfte nach gleichen oder verschiedenen Richtungen wirken, 
so ist immer eine einzige Kraft denkbar, welche dem Körper 



dadsdbe Bestreliea var dewagimg- ertheiU» ala die^melnen Kr&fte 
aBitfammengenonwen« 'Diese, eiiuige Kraft .h0i0t die Mittelkraft 
4Mler die Resultaqte, UQd die .Kräfte, wekhe sie zu ersetzen im 
Stande sind, die Seitenkräfte oder die Componenten. 

Wird die Mittelkraft in dem ihrer lUohtong entgegenges^tZ'^ 
ten Sinne angebracht, so hält sie den Seitenkräften das Gleiehw* 
gewftcht und vjpd dann die entgegengesetzte Mittelkraft genannt. 
Sttdit man zu Seitei^kräften die ihnen entsprechende MIttelk 
kfaft, sa nennt maa ehi solches Vei^fahren die. Zusammensetzung 
der Kräfte ; sucht man aber zu einer Kraft ihre entspreehenden 
Seilenkräfte; so nenni; ^an dieß die Zerlegong der Kräfte. 

Wii^eü dann zwei oder mehrere Seitenkräfte nach eintet 
Richtung in einer upd derselben .g^adeO Linie, so folgt aus $. 7, 
daß ihre Mittelkraft der Summe aU^r einzelnen gleich sein muß. 
Wenn aber zwei ungleiche Kräfte nach gerade entgegengesetzten 
Richtungen wirken, so ist leicht .einzusehen, daß die -Differenz 
beider die Mittelkraft giebt und deren .Richtung sodann die der 
großem der beiden Kräfte ist. 

Zugleich läßt sich aber nun di^ Folgerung ziehen, daß unter 
irgend einer Anzahl von Seitenkrälten, die gemeinschaftlich auf 
einen Punkt eines Körpers ilach gei^e entgegengesetzten Rich- 
tungen wirken^ nur dalnB dbichgewicht Slatt finden kann, «wenn 
die Summe der Kräfte^ welbhett««h*<|er einen Ridltühg "whiien, 
gleich ist der Summe «ter Kraue, * die i^- i^ entgegenge^Mzten 
Richtung thätig sind, . < • . . 

Bilden die Richtungen AC und BC 
zweier auf einen Punkt C Fig. 2 wir- 
kenden Kräfte P und Q einen Win- 
kel mit einander, so ist zwischen 
diesen allein ein Gleichgewicht nicht 
möglich, da keine die andere gänz- 
lich aufzuheben vermag. Das ver- 
^0 einte Bestreben beider Kräfte wird 
•-^ vielmehr darin bestehen, eine* Wir- 
kung (Druck oder Zug) nach einer 
solchen Richtung zu veranlassen, 
welche zugleich die der zugehörigen 
Mittelkraft ist.. Um diese Wirkung 
' aufzuheben, Gleichgewicht zu erzeu-^ 
^Ur wird man in der gedachten Richw 
tung die entgegengesetzte Mittelkraft 
•anzubringen haben. 
Was die Mittelkraft sonst hetrifll, jso muft sie erstens mit 
den Schenkeln des Winkels in eineiM Ebene liegen, indem keidi 
Grand vorhanden ist, daß dieß nicht der Fall wäre, und zweitens 




moB .sie'voii'den Sehenftehi de» Witkkels eitig«9cti]os»en werde«, 
durch den Soheitelpunkt C gehen und etwa ei«e Rtehtang wie 
CD adnehineH; denn' Jede der bridenKrftfte strebt den Angrifl^ 
punkt C aus der Ricbtun^siinie der andern in den Winkel ab^ 
zul«iken, welchen eben 'die Richtungslinien der RrSHemü ein- 
ander baden. 

Sind die beiden KrHfte P und tf eiHdndei« gleic^^ «o halbirt 
die Richtiinggfinie CD den Winkel der SeitenkrSfte; denn der 
Angriffspunkt wird durch jede Kraft gleich stark ven der Rleh*^ 
tuibgslittie der andern Kraft abgelenkt. 

Zu^eieh läßt sieh aber jetzt noch nachweisen, daB die Mit- 
telkraft zweier ungleichen Kräfte mit der gt^ößeren Kraft allemal 
einen kleineren Winkel bilden mtiB als mit der kleinem. ' 

A n m e rk. In dem Nächslfolgenden werden wir uns meisten- 
tliejls die Körper, worauf H raffte wirken, als unendlich kleine 
Diioensionen habend denken üad sie deshalb materielle 
. Punkte (Atome) heiBen. 



•••••§: 10. •••■'•• - 

Parallelogramm 4er Kräfte. 

BeschälligeO: wir uas.niin damit; die Mittelkraft zweier unter 
eiaeqa beli^bige^t Winkel gemeiw(ohaflüofa auf eineni Punkt wir^ 
kendei: Kräfte P und ^. näher, tiDd-zwar zunächst, deren Rieh-* 
tung zu bestimmen. 

... ji . ' ^^ 9 t ^^ ^®^ ^^ diesem 

it^ ^ 4o ^"^^ ' -y Ende J[ Fig. 3. der An- 

/ 7 / i y^ griffspunkt der Kräfte 

< ^. K^'^ ■ . '^ ^ ^ ^^^ €» sowie Au 

und Ax respective die 
Richtungen derselben» 
dabei vorausgesetzt, daß 
(^>Pi»t. Man nehme 
' • nun an, Q bestehe aus 
zwei anderen Kräften p 

^ u.y,sodaß^=;? + ^ 

und betrachte zunächst 
die Wirkung der beiden 
Kräfte P und p. Nach v^gem $. entspricht diesen Kräften 
eine Mittßlkfaft, deren Richtung ^ willkürlich gezogene Linie 
ilir vent^Ueo mag; in letzterer kann man nach Grundsatz 3, 
$. 7. den Angriffspunkt ^ an ehien beliebigen Punkt j» versetzen, 
wenn man sieh noc B in irgend einer festen yari)indung mit A 
denkt. Weil aber diese Resultirende der Wirkungen P und p 
gleich kommt, so kann, man erstere wieder in diese Seitenkräfte 




zeiiagen. ZiefaiL.iiian deshalb von B aus By || Au\mA Bx\^Av^ 
so inii0 :4ie WiirkAiiig von P und /? in den «euen üichtungen 
üy.und Bx auC.iS noch ganz dieselbe sein, als nach den ur- 
sprüngtichen KkfalpAgen aaf A* Die nunBield|go Richtung Bp 
der. Kraft .P .verlängere man jetzt bis zum Durchisehnittspunkte C 
wiK der Richtung Av und lasse in diesem Punkte die Kraft P, 
imA den.'.arvfeiten Theil von Q ^ \, q respective nach den 
Ricbtungeor Cy uiid Cv wirken, so wird man Wieder eine gerade 
Linie C% ab die Richtung der Mittelkraft der letztgenannten Din- 
zeilnen Kräfte annehmen können. Der Angriffspunkt dieser. Mit- 
telkraft Cz ist aber willkürlich in ihrer Richtmig zu versetzen,' 
^e^halb. wir den Punkt D zum Angrifilq)unk£& wählen können, 
wo die Richtung Bx die iCz schneidet Bx\ war aber . die Rieh- 
tung der Kraft p^ und man kann demnach auch diese Kraft als 
in D mit angreifend sich vorstellen.' Hieraus folgt- aber, daii D 
als dpr .gemeinschaftliche AngriflTspunkt der drei Kräfte P, jp und' 
q oder der P und Q. anzusehen ist, so daß D ein Punkt ist, 
der in der Richtungslinie der Mittelkraft der Kräfte P und Q 
Hägt. j^e R!fehtttngs]|bie geht aUo durch die Punkte Ä uhtl D, 
weshalb die Verbindungslinie AD beider diese Richtung ^lt)!^t 
sein muß. 

..^^iHfiXmm^ ^a4iicb • J?i?.^|l ^ic gezogen und J?;r, soweit 
verJ^S^erU t^is^ .4if.in<iJ^ ge^nitldn wird» «o giebt die. Diagonale 
AD des Parallelogrammes ADEF die ^ichtungsUriie der- Mittel-^ 
kraft der zwei Seit^nkrUfte ]^ und ^ an^ . 

Noch aber ist zu zeigen, daß sich di^ Seitmlinien AF und 
AM iüeäes - PanallfilogramiiMs respeotito: wie die Kräfte P und ^ 
zu einander verhalten, und zwar kann dieß, wie ff»1gt, geschehen. 

Es sei zunächst p=:^gT=p also (1.)» Q====2P, 
Ist dieß der Fall, so muß auch sein ^C= C!^=3cA^ Und daher: 

(2.) AJE^2AF.- 

Vfertjmdot mafa (l.)'iait (2,), »o folgt; 

2P:Q=^2AF:AE oder 
P:q = AF:AE. 

Setzt man ferner j» = 2 y, q=zPy also 

(3.) ,Q = Z Pj so muß, wenn das Vorhe- 
rige richtig ist, sein: AC^=2AFy es »st aber auch 

■ CE ^s!s AF- ikfkA demnach 
AC ■\-CE = 2AF'\- AF oder 
(4.) AE = 3 ÄE und . wenn wieder (3.) mit (4.) ver- 
bunden wird: 

3P;^=3AP'.-^4J&, oder 
P:q=^AF:AE. 
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Auf gleielie Weise 

' fertgefahrm, ntfHsich 

eftdücfa Bacliwmett^ 

AE^=nAM^ seift 
muß» unddaB sedam 
ebenfalls die Prepor* 
tiea 9taMllndet: 
P:q=^AF:Am. 
IBennit ist also er- 
wiesen, daB sich die 
SeitenkriUle wie die Pandldogramm-Seiien AF und AS verhal- 
ten, wenn die eine Kraft Q ein beliebiges, hier nf^iches der 
andern Kraft P ist 

Dehnen wir nunmehr den Beweis noch dahin aas, daß beide 
KriUte verschiedene YieUache ii^end einer Krafteinheit = a sind. 

Zu diesem Ende sei zuvörderst p =: ^ = a» abo ^ = 2 a 
und P=:|>a» dah» q o 

(5.) *=- 




Nach dem vorher Bewiesenen muß äl»ef « ufelyc der jetzi- 
gen Annsdime sein AF^srsn.Aiy, öder weil wegen |»=ssf ancb 
AC^ CEy AF^n .CE d. L 

2 AF=n{AC+ CX) = n AE oäer 



(6.) 



AE 



— und we&ii mm (5.) mit (6.) verbiMlol 

n 



AF 

Q AE . . 

P-'AF*^' 

P:Q = AF:AE. 

SeUt man weiter pscsZOy y=.l a d. i. ^=r3a und 
P=na oder Q 3 

AC 2 

so folgt» wenn der letztere Satz richtig ist, auch -j= =. — 

OE i 

und da zugleich - .„ =- — ^ixich 
° AF » 



- =r — oder (8.) ,_ = — 
AF n ^ ' AF u 



AC±CE^^Z^ 

AF n 

d. g. wenn (7.) mit (8.) verbunden wird: 
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• 4,^^, oder 

P Alf'' '' 

Pi q = AF : AE ^. s. f. 

^ird man endlkh erttalten: 

'. für Qxss.m^ und Pssifci dieWerÜie: • 

. Q> m ^ AE fA- 

P:Q = AP:AE, 

Im vorstehenden Beweise wurde außerdem stitlschweigend 
vöi'ausgesetzt,. daß m;» ein commensurablies, d. i. ein solches 
VerhUUniß sei, wobei der Exponent entweder eine ganze oder 
gebrochene, nur keine irrationale Z^hl ist. Allein der genannte 
Beweis gilt auch für ein incommensurables Yerhältniß, indem sich 

ztprei Zahlen wie m vM h nachwdseb lassen, AereiiL Quotient — 

dea incommensurablen Yerhältniß ^p jiaih^ gebracht werden . kanjo^ 
jjls nur iiJ^m^r möglich ist*). ^ , ,i r . « 

• "' In» vorigen j| frab^n wir tinbeHTckslchtigt gelassen^ ob durch 
die Bltfgonale de» erwäbnteii' I^arallelogrammes atich die Gr^Be 
der Mittelkraft bestimmt wird oÜfer nicht, weshalb denn ne^cfa 
Adehstebende Beb^chtmig folgen mag. 



^ 




Es sei wieder in Fig. 4. der Punkt A der Angriffspunkt der 
beiden Kräfte P und Q^ sowie beziehlich AB und AC die die- 
sen Kräften proportionalen Linien. Wird demnach das Paralle- 
logramm ABCD wie in dem vorigen % construirt, so bestimmt 



*) Ist das incommensarable Yerhältniß z. B. Y^-Ay so ist dafür 1,1142135 : 1 
als vollkommen genügend in Rechnung zu bringen u. s. w. 
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AD die Richtung det Mittelkraft der Kräfte P und q, - Bringt 
man ferner in ^, in der Richtung AD die entgegengesetzte 
Mittelkraft von R an, so nuß zidsdien den drei Kräften P, Q 
und R nach den beziehlichen Richtungen AB, AC und AjF Üii/ 
Gleichgewicht stattfinden, und dem«ach kann jede derMlben als 
entgegengesetzte Mittelkraft der beiden andern angesehen werden. 
Nimmt man daher jP als solche Mittelkraft an, und läßt sie nach 
der AB entgegengesetzten , Richtung AM wirken, so ist sie die 
Mittelkraft der nach den Richtungen AF und AC wirkenden 
Kräfte J7 und Q, Trägt man femer AB von A nach JE mid. 
zieht die Verbindungslinie £!C, so muß diese sowohl mit AD als 
mit AF parallel sein. Zieht man dann weiter JE!F || AC^ so 
entsteht das Parallelogramm OAEF, in welchem AJE die Rich- 
tung der Mittelkraft zweier Kräfte vorstellt, deren Intensitäten 
sich wie die Seiten AF und AC zueinander verhalten. Ei sldill 
aber AC geometrisch die Größe der Kraft Q vor, ein Grund, 
daß auch- AF ebenso die (k*öße R repräsentiren muß. Denn 
angenommen, es wäre dies nicht der Fail, ' so müßte irgend ein 
anderer Theil von AFy z. B. AG, die Größe von R darstellen, 
und wenn man dann das Parallelogramm CAGH bildete, so würde 
.4^' dif Richtung, der Mittelkraft von Q up4 R sein» W90.aber 
m^\x\ möglich ist, da dieselbe nach dem .FrUhem in die Rkiilung 
xwi^.AB zu liegen M^inmen muß. 

Endlich ist nach geometriBoken -Sätzen AFs=: Cßy sowie 
CE = AD, daher auch AF=AD. 

Aus Allem aber, was in diesem und dem vorhergehenden 
§S nachgewiesen, folgt jetzt der allgemeine Satz : 

Die Richtung und Größe der Mittelkraft 
zweier Kräfte, die unter irgend einem Win- 
kel auf einen Punkt gemeinschaftlich wir- 
ken, wird durch die Diag^onale des Parallelo- 
grammes bestimmt, welchesmit den geraden 
Linien construirt wird, die sich ge.nau wie 
die beiden Kräfte zu einander verhalten und 
deren Richtungen angeben. 

Das erwähnte Parallelogramm wird deshalb auch das Paralle- 
logramm der Kräfte genannt 
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Es mögen Ay und 'Az 
• ^ die- RfoMt^gen zweier 
jr0^ beliebiger unter dem 
'^^ 'l Winkel, y^z==zd auf 
den, Pujöit/^ wirkeiw 
;': den Kräfte P und Q 
'" siin, wobei sich ver- 
i' iOk PrQi^ABrACi 
L .-..-A-^ Construirt Qi^^nach dem 
Q ^ YorJiergeheriden das Pa- 

rallelogramm ABDC, so ist Aß die Größe und Richtung der 
Mittelkraft Ä. 

'*;• Dfe Beantwortung' • allbr Wer mögticfcen fragen wird Ober- 
häiü)^ auf die Bestinftnung der Öltick^' feines*"der Dreiecke ABß 
(liieT ACD zurüQkzufjibren sein. S^V^erhalt naän ^r die ,0röße 
d^r ; J^ttelkrafl^ R, nac}i, einent . beHauiiteii ^ t^igoaQinetffi^.chea Satze, 

Für die Richtun^g von K, wenn l^DAC==x gesetzt wird, 

» P' ■..%•-»■■...■■. 
IL sin X =^-= s» ft. 

Ist iler' Winkel c^., ein rechter, so wird "' . , ,.'/,'. 

in. R = yp}^q^ u:IV; sin^^^^l 

Statt III. kann man überdies, sobald es"9feh umAanSAieriing 
handelt und bekannt Ist^ -daß P\^ Q; hik ^f -^j genau setzen : 

' •Endlich ist für'P'=9 

VI. ^ Ä = 2Pcos§a. " 

- Bringt •man ferner, wie* in Vi^. 4\ «n A eine^' der >£ gUiche 
und entgegengesetzte Kraft (AF) an, so erhält man als Gleich- 
gewichtskcdingung: -' >■. •'! ' • 

. ,^ P;q:R^smCAf':imB4F:mPAC. . 

Beispiel 1. Die Intensitäten von P nnd Q sind respective dnidi die* Zahlen 
CKrafteinbeiten) 40 und 80 airsgedräckl, der Winkel a beträgt 102^ 18^ 
wie gross ist R and der Winkel x? 
Aufl.: A:*t^ 81,465 , "^ ^ 2»^ A* 



»i 



Beispiel 2.^ Drei Kräfte, deren Grosse durph die Zahlen. 32, 40 und 45 ange- 

- ' geben sind, solleil* so" ml etm^ VunUe angebraeM- wertfeii,- dass flie^sieh 

das Gleicbgewicbt balten; wie grosf sind die. Neigungswinkel ibrer Richtu^>. 

gen Kii nehmen? . i. • ' : .,■ . ..--u , 



Aun.; Respeetive -iOOfi U* 55'^ 

:i36^ 15' 40/' 



■ r < . 



•! 



. t •. .1 



1200 12' 25" , 



*) Man sehe hierüber die Tolgende Anmerkung. 
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Aniuerkung: Zur Nacliweisiiiig des Saties V. dieoe Fol- 
gendjßs. 

^8 ^\ aanäl^raiigaweise Y P*-\'Q*=imP-\'nOf wo m und n 
unbestimmte Zahleu bedeuten» weiche der Bedingung genügen mögen, 
dali innerhalb der Grenzen P=i Q und P= OüO der Fehler, wel- 
chen man d urch die Gleichsetzong im Yerhällniß zum wahren 

Werthe von rP^-f-Ö* begeht, der möglichat kleinste sei. 

Der absolute Fehler wird sein: mP'{-nO — VP^-^Q*, folglich 
der Terfa&llnißatäßige Fehler, den wir = / und gleichieitig j^=s x 

setzen wolleu: 

Es wird nun die Aufgabe sein, diesen Werth rod / lär alle 

zwischeu den bemerkten Grenzen (07 = 1, j; = OO) enthaltenen Wej^the 
von P und Q oder x, zum möglichst kleinsten und zwar dadurch zu 
machen, daß man hierzu die Werthe von m Und n schicklicli wählt. 
* Man suche deshalb zuerst diejenigen Ausdrucke yon (1], welche 
den bezeichneten Grenzen . entsprechen, wodunch man erhilt 

für jr==0O : (2) /*=,«— 1, so wie 

fürs=l :t3J/-=^^l. , 

Am zweckmäßigsten wird man die Fehler vertheilen^ wenn man 
letztere zwei/Werthe (2 und 3) einander gleich, d. i. 

Hl -. 1 ass -:p:Y- — I setzt, y 

wodurck man zugleich erhält 

(4) n = 0,414. m oder Ht ^ 2,41^. II. 
Zur Yollständigen Bestimmung Ton m und.it ist es jedoch noth- 
wendig eine zweite Gleichung abzuleiten, wozu wir nachfolgenden 
Weg einschlagen. 

Der Ausdruck (1) wird am Größten für d7ss ^^ wie man sich 

II 

m 
durch, Einsetzen Ton respectire ^ = r* + S überzeugen kann. 

Substituirt man ' diesen Werth in (1), so findet man für den 
größten Fehlet' • 

(5)/= — l+yms + i|3. 
Bemerkt man ferner, daß sobald (1) mit. entgegengesetztem Zei- 

• • I» ^ 
eben genommen wird, dieser Ausdruck nothwendig für ;fs=s ^seinen 

kleinsten Werth annimmt, so erhellt leicht, daß eine fernere Tor- 
theilhafte Yertheilung erfolgen wird, sobald man den «roßten Fehler 
(5) negatir genommen, jeden der beiden (positiven) l^ehler (2) und 
(3) gleich seUt. Hiemach wird also : 

w — 1 = ^^^ — 1 = + 1 — Vw* + ««, woraus 
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Fig^ 6. 



tta_|-.9,66» — 4; n — 0,398 und mil .Hülfe Ton (4) 
m = 0,961 folgt,* wofür natörlich die oben angegebenen Werlhe ge-r 
setzt werden können. 

Setzt man dt« gefimdeiwft Großen ii^ die Glmebung (t), so er- 
giebtsicfa. übei^diear, • ,•• 

§.13.: 

Zur ferneren Erläuterung der Sätze vom Parallelogramm der 
Kräfte diene nachstehend^ Aufgabe. . . - . 

Es stellen AB und BC Fig. 6. zwei bei 
P durch eine^ Bolzen {Gelenk) vereinigte, 
völlig unbieg^me Stäbe vor, deren En- 
den A und 'O'tiRB' Zapfen (lr9lilMir> i^ 
mögen; dabei', sei die Pfanne von A 
völlig fest, ^die von Cf^ aber verschieb- 
bar, feilet* stütze sich C durch ein 
VerticalstOck CJ geg^n ■ ei)ien (verrück- 
haren) Widerstand WIV. Es wirke nun, 
in dei* Ebene, d^r Stangen, bei B nor- 
mal geg^n AB eine Kraft P . und man 
soll die hierdurch ' bei O und A veran- 
laBten Normalpressungen angeben t 

Auflösung. Man stelle P durch 
BD '^krnnd finde hierzu, durch Gon- 
. s^tfruf^tiqn d<QS; Paralielogpammes ;J^^, die 
mit. den vRic^itufigen der Stäbe ,zusamr 
menfpdlenÄßn Seitßo^äfte BJS u^clJ!^. 
Für ,difj«B. ,erhHlt man, zu^leidi, ^ ;nre^ 
l^EBG==ia gesetzt wird, wobei BG die YerlängcpijQg, vöix 

Yerseizt man zanäcfist den Angriffspunkt d«r 'S^^tmkrlaft 
BE nach C, «md 2brle]gt fertier horizontal «und V€frtioäl, "io fblgt, 
wenn man ^ ACB mit ß bezeichnet 

(3) CH==>^.; (4) C^=P^; 
^ina '^ sma 

und auf gleiche Weise mit BF verfahren 




*) Aasfuhrlicheres über diesen zuerst von Poncelet entwickelten Satz findet man 
in dessoi »Mecani<iue appliquee aox Machines'', daraus in Grelle's Journal f. ^. 
Mathematik, Bd. 13, Seite 277. Mit Hfilfe der Methode der kleinsten Quadrate 
bestimmte neuerdings Weisbach die Goefficienten m und n, worüber in den 
Polytechn. Mittheilnngen von Karmarscb, Heft 1, S. 81, nachzulesen ist. 
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cos a cos'qC 

Biese Ausdrüicke lai^en »eh - noeh auf mattaigfache Weise 
umgestalten. Bezeichnet man AB, BC und AC res^et mit «, 
b und c, so läßt sieh z. B. in (4) ß entförnen, indem 

cosß = y 1 ^— 2«ina'. 

Nach gehöriger Reduction folgt däni^ 

' ■ ' • > * • ' - • ' 

CJ^^=^1P\1 . ■ ^ — —^ ; oder wenn man 



/ 



gleichseitig .c wegbriagett will,' irogfo : e ».= a * + 6 * -|^ 2ii* co« «♦ 



' 'siö «y'a^+*« + 2Ä6coaa)' 
'Für a SB*8 ^ wird tos (7) 

■^ F . • '• . 

v/«/ 2^s: j, ^ U* . S. 1. 

2 sm 1^ a 

. Yorsteh'ende. Sätze fmden Anwendung bei den sogenannten 
knieh^belpressep. 

- ^ . •", = %. XA.w 

Wirken mehr als zwei Kräfte, doiren Richtungen alle in der- 
selben Ebene liegen, auf einen uhd denselben Punkt, so läßt 
sich dtirch Wiederholung des in dem Vorigen § angegebenen Ver- 
fahrens die Richtung und Größe 'der entsprechenden Mittelkraft 
bestimmen. * 

Man sucht nämlich zuerst die Mittelkraft zu zweien ddr 
gegebenen Kräfte, yerbindel diese gefundene Kr«ft mit einer 
dritten und erhält eis« zweite Mittelkraft, welche man ebenso 
ipitt.etwfir vierten JkfßS. Tfrbindety'.ukid iSbrt (Aorbs^M^ ^ fort, 
bfis!. keine ;4^,«in3€toe]|: Ki:i|fte:inehr yorbandi^n ißt. . ' ,., , . 



• " - . . ^ « . • \ 

i - k . ■.'-"■■»» 



■• !'• . t- 
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AoC dem Wege dar 
R^nungliißt 8kh«ia6 
solche Aufgabe ^ie 
nachstehend auflösen. 

£s .mögen Pil P^, 
Ps .... Pn die Inten- 
sitätan der auf den 
/y- 'Punkt U Fig. 7. ge- 
meinschaftlich wirken- 
den Kräfte und CM, 
l/B, UCy UD u. s. w. 
deren Richtungen sein. 
Durch den Angriffs- 
pirnkt C^ ziehe wan so- 
danti &:wei flidii' redht«i 
winkelig schneideiiid« 
mit den Kraftrichtungen 
in einerlei Ebene liegende Axen XX' y YY*' «nd bezeichne die 
Winkel XUA JH/Ä i|.s. f., welche die Kcaftrichtung^n, mit ^ 
Akoi^PX^ hä4^»' l>^ziehlip)r^ durch <x,:^ c(,.i q«i .,..,. an, ^«hj^i 
voi^ f/Jk;m. reclpM herum, von 0^ bis 360:® fortgeztihlt.g^dac^t 
Weiter zerlege man jede der einzelnen Kräfte nai^h 2 Rich^ 
tungen und zwar so, daß die eine Seitenkraft pait der Axe XX , 
die andere mit der YY zusammenfällt. 5^. 5. /^ 4n -4Z»=Pi sin a 
und in LU=^P\ cos a. 

Auf solche Weise wird man (üp die mit dj^r Axe XX! . zu- 
sammenfallenden oder in dieser l^ichtung wirkenden Kräfte err* 
hiftlten: 

/\ cos ai, Pfticos (Xs, P^ eos^Os, ^ . . . ,/\ cos an. 
Ebenso fClr die Kräfte, welche nnt Yy Kui^ammenfallen: 
JPi sÜEiai> P« siaiXaj, jPs siaa,, ..,». Pn sin ^^ 

Dabtei ist es zugleich uniidthig, die Krifte, welche nach entgegen- 
gesetzten, Richtungen, d« X nach U2Ü uM UY* wirken, negativ 
in 'ReohauBg zu MAgen, da dieß von «elbst dareh die r^laüven 
Vorzeichen der Sinuse und Cosinuse bestimknt wird, JQ nachdem 
diese zu spitzen, stumpfen oder tiberstumpfen Winkeln gehören. 

Die Summe der nach der Axe XX* wirkenden Kräfte, die 
wir mit 21 [P co« a) bezeichnen wollen, ist daher : , . . - 

2 (Pcos a) = Pi co»s tti + Pg cos o^ -f- Pj cos as -f- 

. . . Pn cos an. 

Die Summe der nach der Axe YY' wirkenden Kräfte aber 
auf ähnliche Weise: 

2 (Pw a) =:Pi sin a, + A ^^^ +-^s ^^ «« + 
. . . Pn sin an 
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Was jetzt die Mittelkraft = R dieser Kräfte betrifit, so muß 
diese nach III. $. 12. sein. 

I. Ä = »^ [ 2 (Pcos a) ]> + [ 2 (Psin a) ]« 

Bezeichnet man ferner die Neigungswinkel dieser Mittelkraft 
gegen die Axe XX* \mit $, so muß nach demselben % sein: 

■ . 5, 2(Pcosa) 
n., cos 8= — ^-— 

• „, . 3, 2(Psina) ' " 

III., sm = — ^ — - — - 
' ^ R 

^ S(Psina) • 

S(/*cosa) 

Für den Fall, daß Gleichgewicht unter den Kräften statt- 
findet, kann es keine «Mittelkraft geben, oder R miuß gleich Null 
sein, d. i. 

0=l'2.(jPcosa) |«+|2(Psina)(«. 

Ba aber die Summe der Quadrate irgend zweier ' möglicher 
Grf^Ben nur unter der Bedingung Null werden kann, daß j^de 
derselben, filr sich allein genommen,' gleich Noli ist, so ergeben 
sich noch die beideii Bedingungsgleichungen: 

. 2(jRcosa) = und 

S{Psina) = 0. ■ ■ • 

Beispiel: 

Für einen bestimmten Fall mögen die Intensitäten der Kräfte durch Zablen, vrit folgt, 
angegeben sei«: 

Fl = 75,4; Pa = 26,3; F3 == 85,5; P« = 5i,2; P, = 12,7; P« ^ß^. 
Ferner die beziehlichen Winkel , < 

«1 = 630 24^; ojj « lOS» 12^ ai = 165« 27^ o, =t= 201« 40'; 
a, ^ 263« 2f' ;. oe « 3040 15', 
Es ist also : ; 

E (P cos a) = 75;4 cos 53« 24' '+ 26,3 eos lÖ3o 12' -p 85,5 cos 165o 27' + 
54,;»cofi201<>40''-12l7.co8:)53020'4-86,5 cos 3940 15'1' 1 
75,4 sin 53<> 24' -f 26,3 sin 103o 12' - - 85^ sin 165o 27' 4-" 
54,2 Site 201» 40' + 12,7 sin Mf> SW + 86,5 »in 304» iP: 
Hieraus aber «nter sotfißiltigerBeräeiisicIitigiing der Lage der trig. I4nicn'iind 
sodann am vortheilbaftesten mittels Tafeln, welche die letzteren Hir . den Halbmesser 
= 1 berechnet enthalten*). 

I (P cos a) = — 49,2383 

E {P si n cQ g= + 3,9387. und dem nach 

R = V C- 49,2383)2 ^ (3,9387)2 p^ 49, 39. 



S (f sin a) = •^5,4 sin 53<> 24' 



Sodann ist auch 






") TTnter anderen auch die logarithmischen Tafeln des Terfassers. Dritte Auflage. 
Dresden, bei Arnold, 1845. 
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Da der Sinus positiv, die Tangente aber negatiy ist, so folgt, daß die Mittelkraft 
im zweiten Quadranten liegt und daß nach den Tafeln 

ft = 17&Ö 25' 35'' ist. 

Von der Zerlegung und dem Gleichgewichte solcher Kräfte, welche 
eineiv gemeinschaftlichen Angriffspunkt haben, deren Richtungs- 
linien aber in yerschiedenen £benen liegen. 

§. 15. 

Es mögen zunächst T, U 
und V Fig. 8. drei Kräfte sein^ 
welche , rechtwinkelig gegen 
einander gerichtet, auf den 
Punkt A gemeinschaftlich wir- 
ken. 

Denkt man sich dann durch 
A, B und C eine Ebene gelegt, 
so ist die Diagonale AE des- 
Parallelogranmis ABCE die 
Mittelkraft von T und £/; und 
zwar ist , ' 

(1.) AE= Vtk-\-U^ 
Legt man ferner durch ABE 
eine Ebene, so ist «ebenso die 
^ Diagonale AF des Parallelo- 




^ gramms ADEF die Mittelkraft 
von AEaoiA. V und demnach 

(2.) At;= yAE^+.^^ und wenn man 
(1.) mit (2.) verbindef-und AF=^R setzt: 

Durch ein entspredbiendes L^en von noch anderen Ebenen in 
Fig. 8. sieht man aber, daß in diesem Falle die Richtung und 
Größe der Mittelkraft*^ durch die Diagonale des Parallelepipe-« 
dums bestimmt wird, dessen Kanten AF, AU und A V, d. i. die 
Linien sind, welche die Seitenkräfte repräsentiren. 

Bildet außerdem die Mittelkraft R put AB, AC und AD 
respective die Winkel a, ß uhd v, so ist 

T 



cos a 



IL,- / cos ß = 



cos y 



R' 
U 

R' 
R 
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Und wenn man diese drei Werthe quadrirt und sodann addirt, 
so foigt: 

ya -1- (jt _J_ yi 

cos o*-}- cos ß*-}-cosy* = — if% > 

d. i. wegen I. 

III. cosa*-f-cosß» + cosy^= 1. 



§. 16. 

Ist endlich eine willkürliche Anzahl von Kräften Pj, P,, 

Ps> Pn vorhanden, die» in verschiedenen Ebenen liegend, 

gemeinschaftlich auf einen Punkt A wirken, so ziehe man durch 
A Fig. 9. drei auf einander rechtwinkelig stehende Ebenen AXY^ 
AXZ und AYZ und bezeichne die Winkel, welche die ge-- 



.>^*9- 



y 






/ 



/ 



7x/ 



/. 




y V 



T^ 



nannten Kräfte mit den Axen AX, A Y und AZ bilden, bezieh- 
lich mit tti ßt Yi, cci ßi y«, — an ß. ya *). 

Femer zerlege man jede der einzelnen Kräfte nach den drei 
Axenrichtungen, z. B. Pi in Pi cos aj, Pi cos ßi, Pj cosyi, und 
addire die nach einerlei Richtung erhaltenen Seitenkräfte. 

Auf solche Weise erhält man, ähnlich dem %. 14, für die 
Richtung 

nach der Axe AX\ 21 (Pcos a) = Pi cos tti -|- P2 cos a^ + 

Ps cos as Pa cos On. 

» ^y : S (Pcos ß) = Pi cos ßi -f Pj cos ßa + 

Ps cos ßs . . . . Pn COS ßn. 

» -4Z:S(Pcosy) = Pi cos yi -j-P, c^s y, + 

Ps cos ys Pn cos y«. 



» 



» 



» 



» 



*) Vn Undeatlichkeit zn Termeiden, ist ia Fig. 9. nur eine dieser Kräfte ange- 
geben. 
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Hierbei ist natürlich wieder vorausgesetzt, daß jedes Glied dieser 
Ausdrücke mit dem ihm zukommenden relativen Zeichen zu neh- 
men ist Unmittelbar aus $.15. ergiebt sich aber dann die ent- 
sprechende Mittelkraft = £ zu 

R=ViJ: (Pcos a) p+ I 2 (Pcos ß) p+ | S(Pcosy) |« 

Die Winkel, welche diese Mittelkraft mit den drei Axen AX^ 
AY und AZ bildet, und die beziehlich mit a, b, c, bezeichnet 
sein mögen, ergeben sich eben so nach 11. des $ zu: 

S (P cos a) 
cosa= — ' ^ , ; 

^ i:(Pcosß) 

cos 6 = p ; 

2(Pcosv) • 

cos C = j= . 

Sind die Kräfte P^^ Pt, Ps, ..,* Pn unter einander im 
Gleichgewichte, so muß wieder R:^=Q sein, oder 

|2:(Pcosa)|*4.|2(Pcosß)|»4.{2(Pcosy)|* = 

Letztere Gleichung kann aber eben so wie $. 12. nur dann 
stattfinden, ^enn 

2(Pcosa) = t), 

S(Pcosß) = 0, 
2:(Pcosy) = ist 

Mit Hülfe der drei letzten Gleichungen lassen sich stets drei 
Größen berechnen, nämlich drei Kräfte, zwei Kräfte und ein 
Winkel u. s. f., wenn man dabei nur berücksichtigt, daß nach 
$. 15. zwischen den zu einerlei Kraft gehörigen Winkeln die 
Bedingungsgleichungen stattfinden. 



1 ==:«os a, * -f- cos ßi * 



1 ="C0S Oj 



cos Yi * 



cos ßa ' + cos ^2 * «• s. f. 



Von der Zusammensetzung und dem Gleichgewichte solcher Kräfte, 
welche in einer Ebene liegen und verschiedepe Angriffspunkte 
haben, oder auf ein Sjsl^m mit einander unveränderlich ver- 
bundener Punkte ^wirken. 

§. 17. 

Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall, wo nur zwei 
Kräfte Pj und P^, deren Richtungen in derselben Ebene liegen, 
auf zwei verschiedene, aber unveränderlich verbundene materielle 
Punkte (einen und demselben festen Körper angehörig) ^ und ü 
Fig. 10. wirken, 

2' 
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Fig: iO. 



4 « 




* ' In der Ebene der 
Kräfte ziehen wir zwei 
rechtwinklige Coordina- 
tenaxen UX und UY 
und bezeichnen die Win- 
kel, welche P, und JP, 
mit £/lX',bi|den respec- 
. tive mit Ci und cc, diese 
dabei in derselben Riclw 
tung von Qo bis 360 
fortgezählt. 

Werden die Richtun- 
gen der Kräfte gehörig 
verlängert; so schneiden 
sich selbige in irgend 
'36 einem Punkte O und 
durch welchen die Rich- 
tung der zugehörigen Mittelkraft gehen muß, sobald man die An- 
griffspunkte' von jP, und P^ nach O versetzt denkt. 

Nach $. 12. ließe sich jetzt die Größe, Richtung und ]Uage 
der Resultante leicht bestimmen, indeß ziehen wir daHir eine der 
§. 14. ähnliche Darstellung vor. 

Bezeichnet nämlich R die Größe der Mittelkraft und bildet 
deren Richtung mit UX den Winkel (p, so erhält man : 

(1) jR cos (p = i^ cos tti -I- Pa cos'Oj = 2 (P cos a), 

(2) Ä sin cp =F Pi sin fXx -(- P% sm aj = 2 (P sin a). 
Diese Gleichungen bestimmen Größe und Richtung, der Mit- 
telkraft. Um auch die Lage derselben analytisch auszudrücken, 
verbinden wir den Ursprung der Corrodinalen U mit O, be- 
zeichnen die Länge von UO mit L und den Winkel, welchen 
diese. Gerade mit t/'Jir bildet, mit 8, fällen ferner votf U auf die 
Richtungen von Pi, Pj .und R Normalen und setzen deren re- 
spectiven Längen Oi , a^ und r. Für letztere erhält man sodann 
zunächst : 

«1.= /i sin (8 -^ ai) *), 
a%=L^\n(t — Oa), 
r =ZfSin(8 — (p). 

Multiplicirt man femer (1) mit sin 8 und (2) mit cos 8 und 
zieht sodann (2) von (Ij ab, so folgt nach gehöriger Zusammen- 
ziehung 

R sin (8 — <p) == Pi sin (8 — ^tti) + P, sin (8 — Oa). 



M 



*) Daß hierbei die absolute CrrÖOe Ton a^ und 02 unbeachtet bleiben kann, ver- 
steht sich nach dem Frühern von selbst. 



J 
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Substituirt man hier die Sinuswerthe aus (m) und luuHipU- 
cirt mit Zr, so erhält man endlich 

(3) Rr=Piai -j- P2 02, 

woraus r, d. h. die normale Entfernung der Mittelkraftsrichtung 
vom Ursprünge der Coordinaten gefunden werden kann. 

Mit Ausnahme eines einzigen Fallet, den wir weiter unten 
besonders betrachten woUen» können daher zwei in derselben 
Ebene wirkende Kräfte immer durch eine einzige Mittelkraft 
ersetzt werden. 

Um die Bedingung des Gleichgewichtes auszudrücken, müßte 
R = Null gesetzt werden etc. 

Die einzelnen Glieder der Gleichfing (3), im Allgemeinen die 
Produkte der Kräfte in die aus dem Ursprünge [/ gefällten Nor- 
malen, nennt man die statischen Momente der Kräfte in 
Bezug auf den gedachten Ursprung, so wie die ^^dachten Nor- 
malen die Hebelar me- der respectiven Kralle. 

Diese Pnulukte lassen sich noch in anderer Formjiusdrücken, 
welche den YortheU bietet," daß man die relativen Zeichen der 
Normalen «i, aj und r (je nach der Lage der Kräfte) leicht zu 
erkennen im Stande ist. 

Man setze hierzu die Coordinaten von Pi, P^ und R re- 
spective Xt pi, x^ tfi und x |f, ziehe zunächst hinsichtlich ai 
die Normalen pm auf die Richtung von Pi und l/n auf pm, 
so ist , 

mp ^=ppi cos Ux ; np = Xi sin ai , daher 

l/n = «1 == yi coslxi — xj sin aj . 

Auf dieselbe Weise findet man auch 

öa = ^2 cos (X2 — X2 sin 02 und p=^fß cos (p — x sin cp. 

Statt (3) ist dahör zu setzen : 

(4) R{y cos (f — X sin <p) = Pi (y^ cos a^ — Xi sin tti) -|^ 
P% {y% cos Oj — X2 sin Ol). 

§. 18. 

Mit Hülfe des vorigen $ wird es jetzt leicht, den aUg^mei- 
nen Fall zu behandeln, wenn beliebig viel Kräfte, deren Rich- 
tungen in derselben Ebene hegen, auf ein System unabänderhch 
verbundener. Punkte wirken. 

Denn~ sind Piy Pt, P% . . . . iPn die Intensitäten der einzel- 
nen Kräfte, tti, Oa, tts .... an rospective deren Neigungswinkel 
gegen die Abscissenaxe und eben so ai , a^y a^ . . . «Td deren 
Hebelanne, so kann man erst wie vorher zu P. und P« die zu- 
gehörige Mittelkraft = R^ den Neigungswinkel = cpi^ und den 
Hebelarm Vi derselben finden; hierauf die drjitte Kraft P3 mit 
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Ri auf gleiche Weise behandeln, d. h. zu diesen ebenfalls die 
Mittelkraft R^f (ps und r^ bestimmen, und überhaupt so fortfah- 
ren, bis man sämmtliche Kräfte auf zwei, nämlich An— i und A 
reducirt hat Ist dann JR die' Mittelkraft der letzteren beiden, 
if deren Neigungswinkel und r ihr Hebelarm, so wird man nach 
gehöriger Substitution finden 

R cos (f=Pi cos ai -j- Pa cos a« + P, cos tts . . . Pu cos a^ ; 

Ä sin cp = Pji sin Ol 4- -P« sin o, -f- P3 sin «3 . . . P» sin a« ; 

Rr=^Pi «1 +P, «1 +P, as . . . P„ «„. 
wofür man wieder schreiben kann 

(1) Äcos(p = 2(Pcosa) 

(2) Äsin<p = 2(Psina) 

(3) Är = i(/Vi). 

Bezeichnet man die Coordinaten der Angriffspunkte analog 
dem vorigen $, so läßt sich, wie am gedachten Orte, statt (3) 
auch setzen: 

(4) Ä (y cos <p — a? sin cp) = 2 P (y cos a'— ar sin a). 
Endlich erhält man aus (1) und (2) 

(5) R= V[S(Pcosa)]»+[S(Psina)]2; 
f^, , 2 (P sin a) 

Wofern sich nicht sämmtliche Kräfte des Systemes auf zwei 
Kräfte reduciren, deren Intensitäten gleich, deren Richtungen 
aber genau entgegengesetzt sind, vermag auch hier eine einzige 
Mittelkraft alle vorhandenen Seitenkräfte zu ersetzen. 

Setzt man in den Gleichungen (1) bis mit (4) R = Null» 
so erhält man für die Gleichgewichtsbedingungen des Systemes: 

(7) 2(Pcosa) = 0; 

(8) 2:(Psina) = 0; 

(9) 2 (Pa) == ; oder auch statt letzterer Gleichung 
(10) S P(y cos a — a? sin a) = 0. 

Ist die Ebene, in welcher die Kräfte wirken, in irgend einem 
Punkte befestigt, so wird ftir^s Gleichgewicht nicht erfordert, daß 
die Mittelkraft gldch ^ull sei, vielmehr reicht hierzu hin, daß die 
Richtung derselben durch gedachten Punkt gehe. Nimmt man 
daher diesen Punkt zum Ursprünge der Coordinaten, so wird die 
Gleichgewichtsbedingung allein durch die Gleichung (9) ausge- 
drückt, sobald natürlich der bemerkte Punkt den durch (5) an- 
gegebenen Druck auszuhalten, d. h. zu vernichten vermag.* 

§. 19. 
Für den besonderen Fall, daß sämmtliche Kräfte zu einan«- 
der parallel gerichtet suid, wird aus (1) und (2) des vorigen $ 
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J? COS (p == COS a £ {P) ; iS sin (p 3= sin a 2 (/^, woraus man auch 
findet cos (p'= cos oc, sin cp === sin a und somit 

(1)Ä = 2(P); 

d. h. die Mittelleraft ist gleich der Summe der 
parallelen Kräfte und ihre Richtung den Seiten- 
krä'ften parallel. Zugleich ergiebt sich für die Lage 
der Mittelkraft 

Die "Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes sind sodann 

(3) S(P) = 0, {4)S(P«) = 0. 

Sowohl die in letzteren §§ erwähnten Ausnahmsfälle, bei 
der Frage, ob eine einzige Mittete>aft hinreicht, sämmtliche vor- 
handene Kräfte zu ersetzen, als weiter unten folgende Entwicke- 
lungen, machen es wünschenswerth, in Bezug auf zwei in der 
Ebene wirkende Parallelkräfte, einige besondere Betrachtungen 
anzustellen. 

Es mögen jPi und P^ die 
beiden beliebigen Parallelkräfte 
sein, deren Richtungen die 
Abscissenaxe des Goordinaten- 
systemes in den Punkten a und 
b schneiden. Fällt man sodann 
aus dem Goordinatenpunkte U 
eine Norpale auf die Kraftrich- 
tungen und sind A und B 
die betreffenden Durchschnitts- 
punkte, so erhält man unmit- 
telbar aus (2) für die Lage des 
Angriffspunktes M der zugehö- 
rigen Mittelkraft = R: 

UA + P^.UB 



Fig, ii. 




(5) r=UM= 



Pi 



femer 



Pt +Pt 

(6) R . UM=^ Pi UA-{'P2. ÜB, mjr welche letztere 
Gleichung man auch setzen kann 

R.Um = Pi.Ua + P2 .Ub\ 
Gleichungen, die sich leicht in Wo^en al» besondere Sätze aus- 
drücken lassen. 

Hat die Kraft Pt die entgegengesetzte Richtung von P^ , 
so gestaltet sich (5) zu 

PjMA-- Pz ÜB 



UM= 



Pi -P^ 



t 
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Ist «idlich dabei P^ =P,, so folgt R = Null, 

Hieraus folgt aber der wichtige Satz: 

Zwei gleiche, parallele Kräfte, die an verschie- 
denen Punkten in derselben Ebene wirken und 
deren Richtungen einander entgegengesetzt sind, 
haben niemals eine einzige Mittelkraft, können da- 
her auch von einer einzigen Kraft nicht im Gleich- 
gewichte gehalten werden. 

Zwei Kräfte der bemerkten Art nennt man ein Kräftepaar 
(couple), oder auch kürzer »ein Paar«*). 

Hierdurch erklären .sich zugleich die früher erwähnten Aus- 
nahmsfälle, hinsichtlich der Mim^chkdit einer einzigen Mittelkraft. 

Zuletzt mag hier noch eine Umgestaltung der Gleichung (6) 
Platzt finden. 

Mit Bezug auf Fig. 11 erkennt man leicht, daß selbige auch 
so geschrieben werden kann : 

Hieraus aber, nach gehöriger Reduktion« 
Pi . AM= Pt . BM, oder 
(7) Pi:P2=BM:AM. 
Diese Proportion läßt sich ferner umformen zu 
Pi -\-P^:P2=BM+AM:AM, 
woftir zu setzen ist 

[S) R:P2=AB:ÄM. 
Endlich ergiebt sich aus der Verbindung von (7.} und (8.) 
(9) Pi :Pa :R = BM:AM:AB, d. h. 

jede d-er drei Kräfte Pi, Pi und R ist dem Ab- 
stände proportional, welcher zwischen den An- 
griffspunkten der beiden ändern enthalten ist. 

Von der Zusammensetzung und dem Gleichgewichte solcher Krfifte, 
welche nicht in einerlei Ebene liegen und yerschiedene An- 
griffspunkte haben, oder auf ein S;^srem unabänderlich niit ein- 
ander verbundener Punkte wirken. ' 

§. 20. 

SowoU der Einfachheit als Deutlichkeit der Darstellung wegen, 
behalten wir die allgemeine Beantwortung der hier zu erörtern- 
den Fragen einem später' folgenden Kapitel vor, betrachten aber 



*) Der ursprünglich von dem ft^anzosischen Mathematiker Poinsot eingeführte 
Begriff »Gouple<* wird wohl auch mit Ciegeapaar, oder »gekoppelte Kräfte«* 
übersetzt. 
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hier den besonderen Fall, daß die Richtungen sämmüicher im 
Räume wu'kender Kräfte unter einander parallel sind. 

Hierzu mögen A, By O... Fig. 12. die Angriffspunkte der 
respect. Kräfte P^, P^, P3 ..., und deren Coordinaten o^i, ^1, 
«19 ^1» U^9 ^9 ••• sein, wenn maü das ganze System auf drei 
sich rechtwinklig schneidende Coordinaten -Ebenen XUY^ XUZ 
und YUZ bezieht 

Der Figur nach ist daher ftir den Punkt A: 

Aa^=%i, aa = tfi, und aU=a:i', ebenso ftir den Punkt B: 
Bb=^%%y 6ß=y2, ^U=X2i u. s. f. ftir die übrigen Punkte. 

Femer sei noch iS» die Mittelkraft der beiden parallelen 
Kräfte P^ und Pa, welche durch die Coordinaten De = r, 
c8 = ^ und bU=p bestimmt ist. 






^V2. 




Ä T.. 



Zufolge (9) des vorigen § verhält sich jetzt 
(IJ S:Pt=AB.:AD. 
Nach geometrischen Sätzen erhält man aber 

AB : AD = ab : aC'= aß : dS ; denmach folgt aus (t .) 

«S? : Fi =-aß : a8 oder 
(2.) S . a8 = Pa aß. 

Femer ist iSi = Pa-f-Pa, demnach auch 
' (3.) S.Ua = P, Ua = Pi Ua 
Addirt man (2.) und (3.), so folgt: 

Ä{tAx+ a8) = Pi f7a + Pa (t^a +. aß) 
d. g. in Bezug auf die Figur: 

Ä. 178== Pi £^a + Pa f/ß oder 

(4.) Äp = Piar,+Paara; 
ftihrt man dieselbe Constraction in Bezug auf die Ebenen XUZ 
und YUZ aus» so wird man erhalten: 
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(5.) Sq=:Pi pi + Pa Ifi wnd 
(6.) Sr=Pi «, 4-^a«a- 
Ist nun weiter E Üer Angriffspunkt der Mittelkraft T, die 
zu den Kräften iS und P3 gehört, so folgt wie vorher 

T^=S -{- P3, sowie, wenn die Goordinaten des 
Punktes E zu i, u und r gegeben sind: 

Tt=Sp-^PsXt,; 
Tti = Sq + PsPi; 

rr = Är + A«3. 

und wenn man hier die Werthe aus (4.) bis mit (6.) einftihrt 

Tt=PiXi +Paa7, -{-PsXs; 

rw=Pi yi+Aya+i's ys; 

Tp==iPj Zi -\- P% %% --jPs *s- * 

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man allgemein filr 
beHebig viel Kräfte Pj, P^, P%. .-. Pn» deren Mittelkraft JK 
durch die Goordinaten Xy y und % bestimmt ist: 

Ä = P, +P, +P, + ....Pn; 



I., 



RX = Pi d7i -\-P%X%'-'P% X% P^Xny 



X 



II.. {y = 



Ry^'Pt yx-^-Pi y%+P^ y% — Pn y»; 

ifoj = Pi «1 4" ^a «a + Pa «s • • • • P» «». 

Hierbei ist analog dem Früheren zu merken, daß jede Kraft 
sowohl, als auch jede Goordinate, mit dem zugehörigen Zeichen 
zu nehmen ist. 

Sind die Goordinaten d^ Mittelkraft zu bestimmen, so er- 
hält man, indem mit der ersten der vorstehenden vier Gleichun- 
gen in jede der folgenden dividirt wird: 

Pl J?l -}- P2 J?2 "h Pl ^8 -ft ^" . 

Py — j— Pa -j— Pj — p .... Xn 

_ Pi yi+Pi ya + ^3 ys'"Pnyn , 

Pj — p Pa — p P<| -j— . . • . Pa 
Pi ^1 + Pa »a + ^8 ^« -ft *° 

~ Pl+Pa+P3+....Pn 

Liegen die Kraftrichtungen alle in einer Ebene, so ist, 
indem wir die Axen X und Y in dieser Ebene annehmen, 
«, = »j = »2 = »3 sss . . . . jcn = zu setzon. 

Da zugleich in den vorstehenden Gleichungen mchts vor- 
kommt, was Bezug auf die Neigungen der Kraftrichtuugen gegen 
die Goordinaten -Axen hat, so können sich die Kräfte gleich- 
mäßig um ihre Angriffspunkte drehen, ohne daß der Angriffs- 
punkt der Mittelkraft geändert wird, natürlich vorausgesetzt, daß 
die Intensitäten der Kräfte dieselben und ihre Richtungen unter 
einander parallel bleiben. Wegen dieser Eigenschaft nennt man 
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den Angriffspunkt der MiUelkraft ))den Mittelpunkt der 
parallelen Kräfte.« 

Ist nicht der Mittelpunkt der parallelen Kräfte selbst zu 
bestinunen, sondern nur ein Punkt anzugeben, durch welchen 
die Richtungslioie der Mittelkraft gehen soll, so nehme man an, 
daß die Ebene XUY rechtwinkelig auf den Kraftrichtungen 
steht; hierdurch fällt die vierte der Gleichungen in I. ganz weg, 
indem es sich dann nur darum handelt, die Coordinaten der 
Pröjection der Mittelkraft auf der gedachten Ebene anzugeben. 
Man erhält demnach die Gleichungen: 

in., < Rxc = Pi Xi + Ä ^^2 ■•V' P9, ^3 + Pn a?a ; 

f % = Pi yi + Pa ^2 + Ps ^3 + P» y». 

Endlich erhält man fOr den Zustand des Gleichgewichts, 
wofür jK = ist, aus I: 

I 0=Pi+Pa + Ps+P3....Pn; 

jy 1 = Pi iPi -f- Pj iPa -f Ps ^3 + — Pn a?n ; 
•' i = Pi yi -f- Pa y2 + P3 ys 4- — Pn yn ; 

( = Pi »1 + P2 «a + P3 »3 + Pn «n. 

Ferner fiir den Fall, daß die Ebene XUY rechtwinkelig 
auf den Kraftrichtungen steht, aus III: 

C 0=P, +Pa+P3+Pa.v..Pn; 
V., j = Pi Xx 4- Pa a?a -j- Pi a?3 4- • • • • Pn iPn ; 

( =Pi yi + Pa 3^a + P3 ys + • • • • Pn y°- 

§. 21. 

Für die spezielle Anwendung der in den letzteren Paragra- 
phen entwickelten allgemeinen Gleichungen, folgen hier nach- 
stehende Aufgaben. 

Aufgabe 1. Ein gewichtsloser unbiegsamer Stab AB 

jD». 40 Fig- 13. liegt in hori- 
^*^- ^^' zontaler Richtung mit 
seinen Enden auf festen 
Stützen, in der Mitte C 
desselben wirkt vertikal 
:^ ^~y^ abwärts eine Kraft Q 
und an einem anderen 
Punkte D eine Kraff P, 
deren Richtung mit AB 
' den Winkel (p ein- 
schließt; man soll die 
hierdurch auf die Stützen erzeugten Yertikalpressungen x und y, 
so wie die Horizontalpressung == % ebendaselbst, angeben. 
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Auflösung. Man setze AB=^h AC=ar CB = b, be- 
achte die Winkel, welche die Kraflrichtungen mit AB in einerlei 
Sinne bilden und wähle A zum Momentenpunkte, so ergiebt 
sich unmittelbar nach den Gleichungen 7, 8 und 9 des $. 18. 



I 



cos 90 -|-Pcos(j) 



(a? +y) cos 270 -f-« cos 180 = ; 
sin90-f-Psin(i) + (a7 + y) sin270 + » sin 180 = 0; 
Qa-\-P(a + ö) sincp — /y = 0. 
wofür zu schreiben ist 

Pcos (f — « = 0, 
^ -|-Psin (p — (07 4-y) = 0, 
Qa-{-P[a-\'b)sm(f — lp, aus welchen Glei- 
chungen aber x, y und % leicht gefunden werden können. 
Für i? = Null folgt 

- (l.)ar=.^.(?;(2.)y = y.<?. 

Die Bestimmungen (1.) und (2.) werden bei technischen 
Fragen oft gebraucht, weshalb sie, als besondere Regeln, gemerkt 
zu werden verdienen. * 

Wollte man auf dieselbe Weise den Fall behandeln, daß 
der vorgedachte Stab in drei Punkten unterstützt ist, so würde 
der Druck auf einen der Unterstützungspunkte unbestimmt blei- 
ben. Die Ursache hiervon liegt jedoch keineswegs in der Un- 
richtigkeit unserer allgemeinen Gleichungen, sondern einzig und 
allein darin, daß wir den Stab als vollständig unbiegsam und die 
Unterstützuugspunkte als nicht nachgebend angenommen haben. 
Mit gehöriger Beachtung der Elastizität der Körper läßt sich die 
ganze Frage vollständig beantworten. 

Aufgabe 2. Eine feste (unbiegsame) Ebene ist bei hori- 
zontaler Lage in den drei 



Fig. 14. 




Punkten -4, B und C Fig. 14. 
unterstützt, in einem Punkte 
S wirkt rechtwinkelig auf die- 
selbe eine Kraft P; man soll 
die Pressungen angeben, welche 
hierdurch die Unterstützungs- 
punkte erfahren. 

Auflösung. Man denke 
sich durch AC in vertikaler 
Richtung eine Coordinaten-Ebene AST und rechtwinkeUg gegen diese 
eine zweite AY gelegt, setze AC=b, AB=^e, l^BAC=(ty 
die zu P gehörigen Coordinaten, d. i. SD = p, DA=^g und 
bezeichne die zu suchenden Pressungen der Punkte C, Ä und ^ 
respective mit Xy y und «, so lassen sich nach V. §. 20. un- 
mittelbar folgende drei Gleichungen bUden 
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= Pp — ^ . c . sin a. 
JBpieraus sind «ber die unbekannten Größen ^icht ^u reduciren *), 
•Bei vi^r Unters^ützung^unkten derselben Ebene wird auch 
hier die Frage wieder eine nnb^stiminte. 

VoB den Kräftepaaren. 

' ' §.22. 

Aus den Sätzen über das Gleichgewicht von Kräften mit 
verschiedenen AngrilTspunkten, ließe sich zwar entnehmen, daß 
die Gleichungen, deren Glieder die statischen Momente der 
Kräfte darstellen, eigentlich '. nichts anderes als die Bedingung 
enthalten, unter "welcher Gleichgewicht gegen Drehung eintritt; 
allein wir haben absichtlich die Hervorhebung dieser Bigenscl)^ 
vermieden, weil solche in der That aus dem geraden Gange d^r 
Entwickelungen nicht unmittelbar hervoi-geht. '. 

Durch EinfQhrung der §. 19. mit dem Namen »Paare« be- 
nannten Kräfte, erhält man nicht nur in letzterer Hinsicht. yojiW 
ständigen Aufschluß, sondern es werden ^uch gleichzeitig Mitte) 
gbbotefli^ andere noch rückständige Sätze der allgemeinen ^atik 
auf höchst einfache Weise abzuleiten. . - : . 






S" 23, 

Bevor wir zu den . desfallsigen EnstwicMuQgf^ni/^cbreite»» 
sinj^ einige Begriffsbesdmmungeii anzuftihne^^ .<; . : . .i' . ; 

Fiff. i^, Di^ g^^^de Vferlrfnddi^Kttfe''^ 

V ^f Flg. 15. der AngriflRsptoikte der !)?eid'^k 

'''"'^--- - ' ^1 ein Paftr bildenden Kräfte JF^^Pj, 

>/<« wd der Arm des Paares ^nW der üof-^ 
male Abstand aB ihrer Riclftuhg^ die 
Breite des Paares gewanrii' ^' 

Aus Grundsatz (3.) §. 'T. föfgt^tiii- 
mittelbar, daß man ohne eine Aendei^fag 
fißn.. 4rm emea Paare», immer der Breite des$6lhea gleich, machen 

. tDas Produkt aus der einen oder* Bindern - der Iteiden das 
Psär'bildefiden Kräfte in die Breite desselbeti»' nennt. niän i&s 
Sl'ö rä i6 ö f d es Paar es. Jede Normale . auf deij* Ebene' erricTiteti 
lü Velchei'' daö Paar liegt, wd d i e A x e d e ^* P'a ar e s. g;ena^ut 

*) Ist S der Mittelpunkt der par^Heten .Kräfte, so läßt sich mit Zuziehung der 
Sätze des $. 45. zeigen, daO f = ^ c . sin c, ?= | (6 --f- c . cos. sO und 
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Untersuchen 
besteht. 

Fi ff. iS. 



wir nun, worin die Wirkung emes Paares 




Es sei AC die Breite eines 
Paares Pj, P, und JU ein 
beliebiger Punkt in der Rich^ 
tung von AC9 durch welchen 
wir eine Axe des Paares ge- 
hend denken wollen. Das ver- 
einte Bestreben der beiden 
gleichen Kriifte wird nuii dar- 
in bestehen» die materieUe 
Ebene NN des Paares nach der Richtung des beigezeichneten 
Pfeiles um den Punkt (die Axe) M in eine Drehung zu ver- 
setzen und das Maaß dieser Bestrebung oder Wirkung wird die 
Differenz der statischen Momente der beiden Kräfte in Be- 
zug auf den Punkt M, nämlich 

3fC.Pi T-MA.P^, oder wegen P, =P, 
Px (MC — MA) = Pi . AC, d. L das Moment des 
Paares sein. 

Dasselbe wird erhalten, wenn der Punkt M irgend wo z. B. 
in Mit M% ...^. zwischen den Richtungen der Paare angenom- 
men wird. Sodann ist nämlich, ähnlich wie vorher, 

MiC.Pi+MiA.Pt^P, (JfiO + Jf,^) 
d. i. wieder P^ . AC ^ 
u. s. f. -ftlr alle anderen Punkte der Ebene NN. 

Ueberhaupt besteht also die Wirkung eines Paares ddrin, 
die materieUe Ebene, worin dasselbe liegt, um irgend eine Axe 
des Paares zu drehen. .. DaSj^ diese Wirkung messende Moment 
des Paares ist zugleich unabhängig von der Lage des Punktes, 
in welchem die Drehaxe gedacht wird. 

Je nachdem zwei Paare in derselben Ebene letztere' nach 
gleicher oder entgegengesetzter Richtung zu drehen streben, sagt 
man, die Paare hab^i^ einerlei oder entgegengesetzten 
Sinn. 

Zusatz. Der Sinn (die Drehrichtung} eines Paares kann auch 
durch die Lage seiner Axe bestimmt werden. Denn setzt man x. Bi 
fest, daß die bewirkte Drehung immer in demselben Sinne erschei- 
nen soll, wenn man von dem freien Endpunkte einer Axe (von be^ 
stimmter LSnge) nach einen der Angriffspunkte der Kräfte hiublicl^tf 
so wird hierzu erforderlich sein, die Axe auf der einen o.4er. andern 
Seite (über oder unter) der Ebene zu errichten. 

§. 25. 
Um den Unterschied zwischen dem statischen Momente 
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einer einzelnen Kraft und dem Momente eines Paares 
noch mehr hervorzuheben, diene folgende Betrachtung. 

Fig. i7. Es sei C der Angriffspunkt, CB die Rich- 

•5? ^ ^"^^^ ^^^^ beliebigen Kraft Pj, ferner A ein' 

^^ ** — r • Punkt in der Ebene von Pi, der mit C auf 

irgend eine Weise unabänderlich verbünden ist. 
Das statische Moment von P^ in Bezug auf 
A ist sodann, wenn AB normal auf j?C steht: 
P,AlB,» Bringt man nunTn Ay parallel zu Py 
^3 gerichtet,^ zwei genau entgegengesetzte Kräfte 
. Ps = Pj = Pj 9n, ' so wird an der Wirkung von Pi nichts 
geändert. Allein mau kann sich P^ in C oder B ersetzt 4on- 
ken durch Ps vsa Ay .tiach derselben Richtung wie P^ wirkend 
und durch ein Paar Pi, Pj von der Breite. = Äff, dessen Mo- 
ment Pi . Äff,, gleich dem statischen Momente von Pi in C 
in Bezug ' auf demselben Punkt A ist. 

Es ist folglich das Moment eines Paares das Maß einer be- 
sonderen Kraft, nämlich der Intensität des Paares, welches bei 
der Transponirung einer einzelnen Kraft parallel zu sich selbst 
nach einem bestimmten Punkte hin entsteht, sobald an der Wir- 
kung Aet letzteren Kraft nichts geändert werden soll. 

Gleichzeitig ergiebt sich aber aus dieser Betrachtung ein für 
alle Folgen wichtiger Satz: 

Jede einzelne Kraft P^ kann man, parallel zu sich selbst, 
nach einem anderen beliebigen Angriffspunkt A fortrücken, wenn 
man nur gleichzeitig in der Ebene von P^ ein Paar anbringt, 
dessen Moment dem statischen Momente der gegebenen Kraft in 
Bezug auf den Punkt A gleich ist und dessen Sinn durch die 
ursprüngliche Richtung von P in C bestimmt ist, in welchem 
diese Kraft die Ebene um A drehen würde. 

§. 26. 

Wir wollen nunmehro zeigen, daß die Zusammensetzung, 
Zerlegung und Versetzung der Paare eben* so vorgenommen wer- 
den kann, vne wir solches für einfache Kräfte bereits kenüen 
gelernt haben. Hierzu beweisen wir vorerst nachstehenden Satz: 

Zwei in derselben Ebene wirkende Paare Pi, P^ und ^i, 
Qs, halten einander im Gleichgewichte, sobald sie gleiche Momente 
und entgegengesetzten Sinn haben. 
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Man verlängere die Ridi- 
tungen der an den Armen 
AB und DC wirkenden 
X / Pa»e Pi, P, und q^, Q^ 
\^\f bis sich solche in den Punk- 
ten a und b schneiden, auch 
gleichzeitig ein Parallelo- 
gramm abcd gebildet wird. 
Sodann j^ersetze man die 
Angriffspunkte von P^ und 
^1 nach üy die von P^ und 
^2 nach by finde zu erste- 
ren die Mittelkraft ag, zu 
letzteren die bk, welche der 
Größe nach offenbar einander gleich sein mtlssen. Damit sich 
solche, obiger Bedingung zufolge, auch aufheben, mUssen die 
Richtungen beider in dieselbe Gerade fallen, was noch nachzu- 
weisen ist Man ziehe deshalb die Normalen am und bn als 
die Breiten der respectiven Paare, so ist nach der Voraussetzung 
Pi .am== ^1 -bn, d. i. Px : Qi = bn: am, also auch wegen 
bn . ad= am , bd, Pi : Qi = bd: ad, d. i. af: ae=^bi :bh = 
bd:ad, d. h. ag und bk liegen in derselben Geraden w. z. b. w.' 
Hieraus lassen sich noch folgende Sätze ableiten: 
1] Paare von gleichen Momenten, die in derselben Ebene 
in einerlei Sinn wirken, können einander ersetzen oder sie sind 
gleichgeltend. 

2) Die Momente der Paare verhalten sich bei gleichen Sei- 
teDkräften wie ihre Breiten und bei gleichen Breiten wie ihre 
Seitenkräfte. 

3) Beliebig viele in einerlei Ebene wirkende Paare, deren 
Momente Pi p%, Pt p%, Ps Ps "-' Pm pn sind, lassen sich ohne 
ihre Wirkung auf die (materielle) Ebene zu ändern, durch ein 
einziges, resultirendes Paar =R,Ri von der Breite =q 
ersetzen, sobald man der Bedingungsgleichung genügt 

Ilq=PlPl+P2P2+PsPs-{-'"Pnpn=i:{Pp). 

Deshalb kann man aber auch solche -Paare durch ein ein- 
ziges Paar von gegebener Breite q ersetzen, dessen Werth ist 

In beiden letzteren Fällen bestimmt das relative Zeichen von 
£ (Pp) den Sinn des resultirenden Paares. 

§• 27. 
Ein Paar läßt sich in seiner Ebene oder auch in jede 
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Parallelebene beliebig versetzen uud in dieser Ebene drehen, so- 
bald die Paare gleiche Momente und gleichen Sinn behalten und 
die neuen Angriffspunkte mit den alten auf unveränderliche Weise 
verbunden bleiben. Für den ersten Theil dieses Satzes sei Pi, 
p2 das gegebene Paar und AB Fig. 19. dessen Breite. In der-« 
selben oder in einer parallelen Ebene ziehe man A'B^ parallel 
und gleich AB, bringe an A^ wie an B^ zwei den vorigen 
^ JTia 49 «^ gleiche und parallele, unter 

^ ^' ' sich entgegengesetzte Kräfte 

Ä/ P$y Pa, A undP« an, wo- 
durch die Wirkung von /*2, 
P2 nicht geändert werden 
kann. Femer ziehe man die 
Geraden AB' und BA', 
welche sich nothwendig in C 
gegenseitig halbiren. 
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Nach §. 19. lassen sich sodann P^ und P^ durch 2 Pi =2^4 
in C von C nach m wirkend, so wie P^ und P^ ebendaselbst 
durch 2 Ps = 2 7*2 aber von C nach n wirkend, ersetzen. Die 
in C jetzt angebrachten Kräfte werden sich jedoch aufheben 
und überhaupt nur das Paar P5, P« an AB* wirkend übrig 
bleiben etc. 

Fig, 20. Für den Beweis des zweiten Thei- 

•^ I les unseres Satzes sei AB Fig. 20. 

•^ \^ ^^® Breite des gegebenen Paares Pi , 
P%. Man denke sich AB um A ge- 
dreht und in die Lage AB! gebracht. 
In A wie in B' bringe man zwei 
^ normale, aber entgegengesetzt gerich- 
tete Kräfte P3, P4 und P5, P« an 
jede gleich Pj = Pj. Verlängert 
man die Richtungen von Pi und P« 
bis sich solche in C schneiden, so wird die Verbindungslinie 
von C mit A, d. 1. CA den Winkel BAB' halbiren. Sodann 
geben abei^ P^, P« in der Richtung von C nach ^ ^dieselbe 
Mittelkraft wie P, und P, in der Richtung von A nach C, d. h. 
die genannten Kräfte vernichten sich und es verbleibt nur das 
mit dem ^sten (/\, P,) gleichgdtende Paar P4, P5, w. z. b. w. 

§. 2«. 

Parallelogramm der Paare. 

Es bleibt nunmehr noch übrig, die Zusammensetzung und 
Zerlegung von Paaren nachzuweisen, die in nicht parallelen Ebe- 
nen wirken. 

3 
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Fig, 2i. 
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Man denke sich zu 
diesem Ende zwei ganz 
verschiedene Paare in den 
respect Ebenen Jfüf und 
A:ArFig.21. liegend, der- 
ren Durchschnittslinie AG 
ist. 

Beide Paare bringe man 
auf gleiche Breiten und 
die hierdurch erhaltenen 
Seitenkräfte der Paare 
mögen Pi, P, und ^i, 
(^2 sein. Femer verlege 
man sie so, daß ihre Breite 
AB in die vorgedachte 
Durchschnitts -Linie AG 
fällt. Sodann geben aber 
Pi» $1 eine Mittelkraft 
Äi in A, und P,, ^a eine 
ihr gleiche, aber entgegengesetzte R% in ü, welche beide das 
resultirende Paar bilden, dessen Breite einerlei mit jener der 
vorigen Paare ist. 

Umgekehrt wird sich auch jedes Paar, in zwei andere in 
verschiedenen Ebenen li:egende Paare zerlegen lassen, sobald sich 
nur die Ebenen der Seitenpaare mit jener des resultirenden Paa- 
res in derselben oder in parallelem Geraden schneiden. 

Zusatz. Mit Hülfe der Axen der Paare lassen sich vorstehende 
Sätze noch auf andere Weise darstellen. 

Bereits J. 24. wurde bemerkt, wie man mittels der Axe den 
Sinn eines Paares auszudrucken vermag, hier werde vorerst noch 
darauf aufmerksam gemacht, daß es zufolge der Natur der Axen 
immer leijßht sein wird,- die Axen zweier in nicht parallelen Ebenen 
liegenden Paare so anzubringen, daß solche in einerlei Ebene zu 
liegen kommen. Trägt man sodann auf jede dieser Axen dre Größe 
des Momentes des ' zugehörigen Paares auf, so lassen sich zwei an 
demselben Punkte angreifende Seitenkräfle bilden, zu denen durch 
die bekannte Gonstruction eines Parallelogrammes die zugehörige 
Mittelkraft gefunden werden kann. 

Die Diagonale eines solchen Parallelogrammes muß aber der 
Richtung nach die Axe und der tiröße nach das Moment des resul- 
tirenden Paares darstellen. 

Ueberhaupt folgt hieraus, daß man mit Hülfe der Axen die 
Paare eben so durch einfache Linien darzustellen im Stande ist wie 
einfache Kräfte, mithin das Parallelogramm der Paare für Drehkräfte 
dieselbe Wichtigkeit hat, als unser früher betrachtetes Parallelogramm 
für progressiv wirkende Kräfte. 
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Analog den Sätzen des f. 15. wird es daher eben so ein Pa* 
rallelepipedam der Paare wie der einfachen Kräfte geben etc. etc. 

Bezeichnen sonach L, M und N die Momente Ton Paaren, deren 
resi^ectiTe Axen die drei Kanten eines Parallelepipedams bilden, so 
wird man für das Moment == des resultirenden Paares erhalten 

Sind ferner X, \i, v die Winkel, welche die Axe tou G mit den 
drei rechtwinkeligen Coordinaten-Axen bildet, so muß ebenfalls sein : 

cos X = — ; cos lA == — ; cos v = — . 
G ^ G G 

Zosammensetzong; und Gleichgewicht Ton beliebig im Räume gerich-* 
teten Kräften, die auf ein fest yerbundenes System Ton Punkten 
wirken. 

§. 29. 

Nimmt man die §. 25. gezeigte Versetzung einer einzelnen 
Kraft mit allen n Kräften vor, die beliebig gerichtet an einem 
festen Systeme wirken, so ist klar, daß man sie sämmtlich nach 
einem willkürlich im System gewählten Punkte (Versammlungs«- 
punkte] parallel zu sich selbst fortrücken und dort gleichzeitig 
angreifen lassen kann, wenn man nur zugleich am Systeme n 
Paare anbringt, deren Momente die statischen Momente der re* 
spectiven einzelnen Kräfte in Bezug auf den gewShlte|i Yer^ 
Sammlungspunkt sind. 

Die Ebenen der n Gegenpaare liegen natürlich in den re<- 
spectiven Richtungen der n. Kräfte des Systeme«. 

Alle SjrSfte im Yersanunlungspunkte lassen sich aber in eine 
eiazige Kraft, so wie alle Paare in ein einziges resultirendes 
Paar zusammensetzen, dessen Ebene im Allgemeinen gegen die 
Riehtang, der Einzelkraft geneigt sein, mit dieser in yerscfaie«« 
denen Ebenen liegen wird. 

Es sind also beliebig viel Kräfte an einem fe- 
sten Syst e m e,gleichgeItendeinereinzelnenKraft 
an einem willkürlich gewählten Punkte in Ver- 
bindung mit einem entsprechenden»Paare. 

In Betreff der vielen auf solche Weise möglichen Reduktio- 
nen werde nur uoch bemeriit, daß sich der Versammlungspunkt 
auch immer so wählen läßt, daß die Ebene des resultirelidQn 
Paares rechtwinklig auf der Richtang der einzelnen Kraft steht. 

In den meisten Fällen kann das resuldrende Paar und die 
einzelne Kraft dufch eine einzige Resultante ersetzt werden, 
wozu die Bedingung folgende ist* 

Es sei Gl, 62 das resultirende Paar, jS die Einzelkraft und 
R* die gemeinschaftliche Resultante, so wird R mit R' ebenfalls 

3* 
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ein Paar bilden mUssen, welches mit Gi , 0% in derselben Ebene 
oder in parallelen Ebenen liegt und zu letzteren entgegengesetzten 
Sinn hat, sobald sich beide Paare aufheben sollen. 

Gleichzeitig folgt hieraus, daß zwei Kräfte, die mit ihren 
Richtungen in ^verschiedenen Ebenen liegen, nienials eine einzige 
Resultante haben können, indem immer anzunehmen sein wird» 
daB beide Kräfte aus einer anderen Kraft und einem nicht pa- 
rallelen Paare hervorgegangen sind. 

Soll Gleichgewicht zwischen den Kräften im Räume, an einem 
festen Systeme, bestehen, so folgt im Allgemeinen, daß so- 
wohl das Moment des resultirenden Paares als auch die Einzel- 
kraft = Null sein muß. 

§. 30. 

Wir gehen nunmehr dazu , die Sätze des vorigen g durch 
allgemeine Gleichungen auszudrücken. 

Irgend ein Punkt des Systemes, an welchem die Kräfte im 
Räume wirken, werde deshalb zum Ursprünge dreier auf einan- 
der rechtwinkliger Coordinaten gewählt, die einzelnen Kräfte mit 
Pi, jPj, /'s •••-Pn bezeichnet, ferner die respectiven Neigungs- 
winkel derselben gegen die drei Coordinaten-Axen mit a^ , ß, , y^ ; 
€t2> ßa> Y2; •••• und die Coordinaten ihrer Angriffspunkte mit 

^ly Jfi» *i» ^a> ya» ^»•••' 

Jede der bemerkten Kräfte zerlege man zuerst, wie §. 16, 

in Seitenkräfte Pi cos etj , Pi cos ß, , Pj cos yj ; JPa cos Oa , P^ cos ß, „ 
Pa cos Va ; . . . . sodann versetze man Jede derselben nach §. 29. 
parallel zu sich selbst in den GoordinatenpunkL Hierdurch er- 
hält man übeiiiaupt > 

1. Ein System von einzelnen Kräften, die sämmtlich am 
Coordinatenpunkte angreifen und nach den Richtungen der Coor- 
dinaten -Axen wirken. 

2. Ein System von Kräftepaaren, deren je zwei Kräfte pa- 
rallel zu den Coordinaten -Axen gerichtet sind. 

In Betreff der Einzelkräfte folgt sodann, ganz wie $. 16, 
und wenn man diQ dortigen Bezeichnungen auch hier beibehält 

( .ficosa = l](Pcos a); 
~ I. ] ÄcosÄ = S(Pcosß); 

( JK cos c = S (Pcos y). 

Was^ die erhaltenen Paare anlangt, so wollen wir erst die 
aus der Versetzung von Pi cos ai , Py cos ß| , P^ cos ^ entstan^ 
denen einer ausftihrlichen Betrachtung unterwerfion. 

Hierzu werde vor allem bemerkt, daß wir hinsichtlich des 
Sinnes derselben diejenigen positiv setzen wollen, welche in den 
Richtungen drehen: 
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von z nach jf um x, von x nach z um p und von y nach 
w um z. 

Der Kürze wegen bezeidinen mr P cos yi mit Z = Zi = 
Zt.,..; Pcosßi mit y, Yi, Yi....; Pcosar mit -;t JTi, -Ya .. .. 
um dir diefielbe Kraft von immer gleicher Größe doch die Ver- 
schiedenheit ihrer Richtung und Lage auszudrücken. 

Die Seitenkraft Z in A Fig. 22. 
kann man sich zunächst in B 



Fig. 22. 




angreifend vorstellen, worauf 
durch deren Versetzung von B 
nach U die Emzelkraft Zi und 
das Paar Z, Z^ entstehen wird, 
dessen -Moment Z . ÜB == 

Z Vxx^-^-yi^ ist. 

Nach $. 28. kann letzteres 
ersetzt werden durch zwei an- 
dere Paare Z, Z* und Z,, Z, *) 
die in den Ebenen xz und yz 
wirken, deren Momente sind: 
Xi Z = Xi . Px cos Yi und 
jfi Z = yi Pi cosyi, oder mit 
Beachtung der Drehrichtung: 

(1) -f- Xi Py cos yi in der Ebene xz um y/ 

(2) — yi Pi cos yi » )) )) %y » ar. , 



/^i^. 25. 




Eben so ist das zu Yi 
Fig. 23. in U gehörige 
Paar Y, Ya und sein Mo- 
ment y V Xi ^+*i *; «das- 
selbe kann wieder ersetzt 
werden durch die Paare 
Y, y* und y,. y«, deren 
Momente sind: 

»j Y==«i Pi cosßi, 
x^ y=a7i Pi cosßi, 

oder, ipit Rücksicht auf 

ihren l^inn. 



*) Man beachte, daß es sich hier ujd die Zerlegung eines Paares in zwei andere 
mit Beibehaltung derselben Kräfte handelt und daß sich solche Paare wie ihre 
respect. Breiten verhalten. Zur fernem Deutlichkeit kann man sich auch das 
Paar Z, Z« in die Parallelcbene VIS yersetzt denken. 
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(3) -|~ 'i ^1 ^^^ ßi ^^ ^®f Ebene »p um x; 

(4) — Wi Pi cosßi » )) » yx » 



z. 




Endfich 
za Xx in 

durch die 
^, J[^ zu 

mente sind 
und «1 jr= 
mit Bezug 
selben : 



ist' das Moment des 
U gehörigen Paares 

i. XVy,^-\'Zx\ 

Paare J[^ X^ und 

ersetzen, deren Mo- 

:jri-S:=yiPiCosai 

= «1 jPi cos tti» oder 

auf den Sinn der- 



(5) -j-^i P\ cosOi in der Ebene yx um «/ 

(6) — Zx Pi ^^ ^1 » >) » ^>^ » 9' 

Durch Addition der in einerlei Ebene liegenden Paare erhält 
man sodann 

Px [zx cosßi — yx cosYi) in der Ebene zy^ 
Px [xx cos yi — Zx cosai) » » » xz^ 
jPi (yi cosaji — 0?! cos ßi) » )) » yx. 

Verfährt man auf gleiche Weise mit den Paaren aller Obri- 
gen, Kräfte, so findet man, ivenn deren respect Summen in ^e- 
zug auf die drei Goordinatenaxen mit L, M, N bezeichnet werden 

c JÜ=SP(«cosß — ycosy); 

n. < J!f=2P(iFcosy — scosa); 

( 2V=2P(ycosa — orcosß). 

wofür man, der Analogie wegen, setzen kann, wenn a;^ y'^ z^ 
die Coordinaten ton R bezeichnen, 

!JE(«^cos^ — y'cosc)=»SP(«cosß — y cosy); 
R (x' cos c — »' cos a) = 2 P(j?cos y — ä<508 a) ; 
R (y' cos a — ar' cos ^) = S P(y cos a — d?cos ß). 

Mit Hülfe der Gleichungen für die Progressiv -Kräfte in I. 
und der für die Drehkräfte in 11. oder III. lassen sich jetzt alle 
zur Bestimmung der Mittelkraft erforderlichen Größen ableiten, 
sofern überhaupt eine einzige Mittelkraft möglich ist etc., 
überhaupt alle hierhergehörigen Fragen beantworten. 
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Unter letzterer Voraussetzung folgt aus I. 
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R= V |S(Pco8a) p+ |2(/»cosß)|»+ | S^(Pcosy) | 

SCPcosa) ^ S(iPcos8) 2(Pcosy) 
cosass — ^—5 -; cos* = = — ^; co8<?= = :- 

K K ML 

Zur Bestimmung der Lage der Mittelkraft setze man 
Äcos« = jr, Äcos*= y, Äcos<: = Z', 
sodaß aus II. und III. folgt 

( £ = «' Y'—y'Z'; 

(in) ^ Jlf=a?'Z' — ä'JC'; 

Auf den ersten Blick seheint es, als ließen sich aus diesen 
drei Gleichungen die Goordinaten der Mittelkraft reduciren, allein 
entfernt man hierzu aus den beiden ersten zuvörderst %* und 
bringt sodann die erhaltenen Gleichungen mUt der dritten zusam- 
men, so ergiebt sich 

Eine Gleichung, die jene Goordinaten gar nicht mehr ent- 
hält, vielmehr nur angiebt, unter welcher Voraussetzung die Glei- 
chungen (m) möglich sind, nämlich unter der, daß sich alle Kräfte 
auf eine einzige Mittelkraft zurückfahren lassen. 

Um demungeachtet die Lage der letzteren bestimmen zu 
können, verfährt man am einfachsten so, daß man die Goordinaten 
des Punktes angiebt, in welchem die Richtung der Mittelkraft 
irgend eine der Goordinatenebenen schneidet. So erhält man 
z. B. für einen solchen Punkt in' der Ebene XY, wenn 5k^ = 
-gesetzt wird, aus (m) 

p' = -—; ^'=^-^- etc. ^ 

Wenn jede der partiellen Resultanten X', Y' und Z' für 
sieb allein gleich Null ist, so wird zwar der Bedingungsgleichung 
(n) Genüge geleistet, allein man erkennt bald, daß sich sodann 
sämmtliche Kräfte auf ein Paar reduciren müssen, folglich eine 
einzige Mittelkraft nicht möglich ist. ^ . 

Als Bedingungsgleichungen für das vollständige Gleichgewicht 
erhält man aus I. und II. 

2(Pcosa) = 0; 2(Pcosp) = 0; S(Pcosy) = 0; und 

S P(« cos ß — y cosy) = j ^P{x cosy — z cos a)==0 ; 

2 P(y cosa — d? cos ß) = 0. 

Hiervon beziehen sich die drei ersten Gleichungen auf das 
Gleichgewicht gegen fortschreitende, die drei andern auf 
das gegen drehende Bewegung. 
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Für « =ä und y = erhält man zugleich den besondern 
Fall, für welchen die Gleichungen des $. 18. entwickelt wurden, 
deren Bedeutungen etc. im Vorstehenden zugleich mit erörtert sind. 

Zusatz. Zur noch besseren Einsicht, daß die Gleichung (n) die 
Bedingunff einer einzigen MiUelkraft aasdrüekt, diene Nachstehendes, 
Wir landen vorher 

( JC' P Z' ) 

(p) j COSa = -n", C08ft="^, C08C=-jg-. I ^ 

Construirt man ferner nach $. 28. mit den Axen der Paare L, 

My N das Parallelepipedum der Paare und sind X, ^, v die Winkel, 

welche die Axe des resultirenden Paares = G mit den drei Goor— 

dinatenaxen bildet, so folgt 

( L M N ) 

{q) j cos X^-Qy cos fi = -Q-, cos r = -^^ } 

Ini Allgemeinen wird sich' die Richtung Ton jR mit der Axe Von 
G unter irgend einen Winkel = s schneiden, für welchen man, 
gegenwärtigen Bezeichnungen nach, zufolge eines geometrischen 
Satzes erhält 

(r) cos 8 = cos X cos a -^ cos \/l cos b -^ cos v cos c. 

Für den Fall einer einzigen Mittelkraft muß aber nach $. 29. 
die Axe des resultirenden Paares auf der Ebene Yon R rechtwinklig 
stehen, d, h. £z muß 90^ also cos 8 = sein. Daher, wenn man 
dies beachtet und in (r) die entsprechenden Werthe aus (p) und (q) 
substituirt, folgt 

0=^LX' + MY' + NZ*y 

was nachzuweisen war. 

§• 31. 

Vorstehende Untersuchungen über das Gleichgewidit yon 
Kräften im Räume an einem festen Systeme, gelten, mag letzte* 
res ein völlig freies sein oder nicht. Indessen leuchtet ein, daß 
für ein nicht freies System die aufgestellten Bedingungen nur 
theilweise erfüllt zu sein brauchen. 

Den Fall z. B. wenn ein Punkt des Systemes fest ist, haben 
wir bereits §. 18. für Kräfte in der Ebene erörtert. Aehnliches 
läßt sich für Kräfte im Räume nachweisen. 

In dem Falle, daß sich das materielle System gegen einen 
Punkt einer (festen) Flächö stützt, wird für's Gleichgewicht nur 
erforderlich sein: 1) daß sich sämmtUche Kräfte auf eine einzige 
Mittelkraft zurückführen lassen; 2) daß die Richtung derselben 
mit der im Stützpunkte der Fläche errichteten Normale zusam- 
menfällt. Begreiflicher Weise muß dabei die Fläche einen ent- 
sprechenden Gegendruck leisten, sobald jene Mittelkraft aufgeho- 
ben werden soll. 

Letzterer Satz läßt sich überhaupt als ein allgemeiner Grund- 
satz der Statik aufstellen und so ausdrücken, daß man sagt: 
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Druck und Gegendruck müssen einander gleich 
und genau entgegengesetzt sein, sobald Gleich- 
gewicht eintreten soll. 

Zusatz. Nach Einführung entsprechender Gegendrücke unter 
die Kräfte eines nichtfreien Systemes, wird man dasselbe als ein. 
Yöllig freies betrachten können. 

§. 32. 

Um die nützliche Anwendung der Kräftepaare, auf liie ein- 
fache Beantwortung vorkommender technischer Fragen zu zeigen, 
lassen wir hier einige Aufgaben folgen. 

Aufgabe 1. Ein gerader Stab (Stempel) ab Fig. 25. ist 
JFig. 25. zwischen zwei Führungen [Scheidelatten) senkrecht ^ 

j auf und abwärts verschiebbar, am Ende c eines -^^ - -j4 

1 rechtwinkeligen Armes (Heblatte) cd wirkt vertikal 

1 aufwärts eine Kraft Pß man soll die hierdurch in (^ 

e und / erzeugten Normalpressungen angeben, wenn ^ 
cd=a, ef=l gegeben sind. — ;; -- 

Auflösung. Aus $. 29'. folgt hier unmittel- ; 
bar, daß sich P in ^ ersetzen laßt durch -f- P ^ . 
in der Richtung ab wirkend und durch ein Paar 
reditwinklig auf ab, dessen Moment Pa ist Bringt U- ^ 
man letzteres auf die Breite /, so folgt für die i^'/L/,^^ 
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gesuchten Normalpressungen 






.V: 






f 



Fig. 26. 



Aufgabe 2. Es sei ABCD Fig. 26. eine in veirtikaler 

Ebene schief aufgehangene, mn 
die Axe AB im Zapfen drehbare 
Klappe (Thür). In der Ebene 
derselben am Punkte JE wirke 
vertikal abwärts eiüe Kraft Q; 
^ man soll die Pressungen ange- 
ben, welche die Punkte A und 
B erfahren. 

Auflösung. Als bekannt 
setzen wir die in der Figur an- 
gegebenen . Winkel a, ß und 7 
voraus. 

Man versetze ^ parallel zu 
sich selbst nach dem Punkte B, 
so ergiebt sich eme Kraft -|- (^ 




1 
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in der Richtung von B nach F und ein Paar, dessen Moment 
ist: q.eE. 

T? - m X. Kf - „ sin y . sin (ß •=— a) 

Es ist aber eE:=ozAB. \ .- | ^ / , also auch 

sin (ß + y) 

Um den Normaldruck es ;r bei ^ zu flnden, braucht mau 
(1) nur auf die Breite AB zu bringen, so daß man erhält 

^_ sinYsin(p--a) 

^ sin(ß + y) 

Zugleich erhält man hierdurch einen eben so großen Druck 
bei B in der Richtung von B nach C. Zerlegt man daher 4- Q 
in ^ in letztere Richtung und in die BA, so erhält man für den 
Gesammtdruck s= y in B, von B nach C 

^ sin y sin (ß — et) , ^ . * , 

•* sm (ß -}- y) 
gehöriger Reduction, 

sin ß sin (a + y) . u «. ^ 

tfsssO L \ ' '' ; so wie endlich für den 

^ sm(y-l-ß) 

Druck = » in der Richtung von ü nach A: »=: ^ cos a. 

Beachtungswerth ist der besondere Fall, wenn a = und 
ß = yist 

Aufgabe. 3. Es sei ABEFD Fig. 27. eine Verbindung 
uubiegsamer Stäbe, deren vertikaler Theil AB bei C und A ge- 
hörig unterstützt ist (d. h. das Ganze sei das in einfachen Linien 
dargestellte Bild emes Rrahnes). 

Vertikal abwärts wirke bei E eine Kraft Qy in den Mitten 
von BE imd DF eben so die Kräfte q^ und q^ und ferner in 
der Richtung BA bei J eine Kraft q^ ; man soll die verschie- 
denen Pressungen angeben, welche hierdurch auf die Verbindung 
ausgeübt werden. 
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Fig. 27. 
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Auflösung. Man setze 
4" BE=a, BF = b, DB ^ c, 
AC = dy BA = A, ferner 
IEBK= a und lBDF=^. 

Versetzt man sämmtliche Kräfte 
parallel zu sich selbst in die Rich- 
tung BA, so erhält man für den 
Yertikaldruck =Ä in ^; 

(l.)Ä=« + ^x+y,+ys. 
Gleichzeitig ergeben sich aber 
drei Paare, deren Momente sind: 

^. a sin a ; ^i .— sin a und ^a • o sin ß. 

Nach S. 26. Nr. 3. erhält man^ 
für das Moment des resultirenden 
Paares ==<&& derselben: 
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(2) C = asma(^ + -^)+9,.^sinß. 

Um jetzt die Pressungen an ganz beliebigen Punkten der 
Verbindung zu erhalten, ^ird man nur nöthig haben G auf ent- 
sprechende Breiten zu bringen. . 

So erhält man fOr die Horizontal-Pressungen in C und A: 

4- -3-. Für eben diese Pressungen in B und B: A . Fer- 

a ' c 

ner für die Pressung von B nach Ey wenn man G auf die 

G 

Breite l>X = c.sina bringt: — : — ; so wie endlich für den 

r sm a 

Druck in der Richtung FBy weil hierzu G auf die Breite 

BB . sin ß = c . sin ß zu bringen sein wird : r— t?« 

r.smß 

Vom Principe der TiTtuellen Geschwindigkeiten. 

§. 33. 

Es sei Axy A^y A^ ./. Au Fig. 28. eui System unabänder- 
lich mit einander verbundener Punkte, auf welche Kräfte P^, 
P\y Ps ...JPn wirken. Dieses System werde, ohne seinen Zu- 
sammenhang zu ändern, um einen unendlich kleinen Weg fort- 
bewegt, so daß Ai mch^Bi, A2 nach B2 .u. s. f. gelangt; fällt 
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man dann von den Punkten Bi, 3%, Bs auf die urspHlng- 

liehen Kraftrichtungen Normalen, so werden die dadurch erhal- 
tenen Projectionen oder» was dasselbe ist, die cosinuirten Werthe 
der Wege auf die ersten Kraftrichtungen die Projections- Ge- 
schwindigkeiten oder virtuellen Geschwindigk^ten der Angrifls- 
pmikte genannt 

Nimmt man nun an, daß das ganze System von Kräften sich 
im Gleichgewichte befindet, so ist natürlich die vorher bemerkte 
Bewegung nur eine gedachte, und die kleinen Wege müssen als 
die angesehen werden, welche jeder der Angriffspunkte im Sinne 
der auf ihn^ wirkenden Kraft durchlaufen haben würde, hätte eine 
unendlich kleine Bewegung stattfinden können. Im wahren Sinne 
des Wortes ist also nur von einem Bestreben nach Geschwindig- 
keit die Rede, oder von einer solchen Bewegung, die von jeder 
Kraft zwar angeregt, gleichsam beabsichtigt, aber wegen der ent- 
gegengesetzten Thätigkeit der Übrigen Kräfte nicht zur Wirklich- 
keit gekommen ist. 

Hierdurch erklärt es sich zugleich, weshalb man jene Pro- 
jectionen nur die Größen des Strebens nach Geschwindigkeit oder 
die virtuellen Geschwmdigkeiten nennt. 

Bezeichnet man aber die den Kräften P], i^, P^.,.,Pn 
zugehörigen virtuellen Geschwindigkeiten, d. i. Ai Ci, A2 Ca» 
^ C3 . . . . mit fTi, W29 Ufi . .. *Wn, so kann man ganz allge- 
mein für jode nur . denkbare Art der erwähnten Bewegung die 
Gleichung nachweisen: 

Pl Wi + A ITj -|" ^a '''s + Pn Wn = 0. 

< DiiB Producte Pi Wi nennt man die virtuellen Momente, 

und der sich hieraus ergebende Satz läßt sich, wie folgt, aus- 
drücken: 
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Sind Kräfte, die beliebig auf ein System von 
Punkten wirken, unter einander im Gleich- 
gewicbte, so ist die algebraische Summe der 
ihnen entsprechenden virtuellen Momente 
gleich Null; oder: r^t für jede denkbare unend- 
lich kleine Bewegung des Systems die Summe 
der virtuellen Momente gleich Null, so fin- 
det auch Gleichgewicht od^r Ruhe unter den 
Kräften Statt. 

Dieses ausgesprochene Gesetz wird das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten genannt, un(]i mit Hülfe desselben läßt sich 
jede Aufgabe der Statik losen; es schließt daher solches die 
Sätze der früheren Paragraphen in sich. 

Beweis des Principes der virtuellen Geschwindigkeiten, wenn die 
gedachte Bewegung eine fortschreitende ist. 

§. 34. 

1) Die Kräfte haben einen gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt. 

Es sei U Fig. 29. der Angriffspunkt der im Gleichgewichte 
befindlichen Kräfte P^, P^, P3, Ptx; die außerdem in ver- 
schiedenen Ebenen liegen mögen. 

Wird nun angenommen, daß der Angriffspunkt von U nach 
Ui fotgerückt ist, die Kraftrichtungen aber dabei noch dieselben 
sind, so, müsseil Uaj=^Wii Ud=w^, l/c = Ws u> s. f. die 
virtuellen Geschwindigkeiten der Kräfte Pj, Pa» -Ps • •• • A sein» 
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Sind ferner die Winkel, welche, die KraftrichtungMi mit der 

VeriMndungslinie in UUi bilden, beziehlich ai, c^, a% ot« 

und ist UUi =p, so folgt 

Ua=^Wi =p cos a,, Uh=^w^ =p cos o^, 
Uc =: fPs = fi cos aj u. s. f. » 

Zufolge $. 16. ist aber die Bedingungsglcichung, damit die 
gedachte fortschreitende Bewegung nach der Kichtung UUi nicht 
stattfindet, 

Pi cos ai -|- Pa cos Oa -|- Ps cos tts Pn cos an = 0; 

oder, wenn man mil p multiplicirt, 

Pi p cos cti-^-Pzp cos tta -[- jPs p cos aa .... Pnp cos a»= 0. 
Hierein aber die vorstehenden Werthe gesetzt, giebt 

Pl «^1 + -''i ''^a + A «Ps + Pn ITn = 0, 

wie behauptet wurde. > 

Daß übrigens dieser Beweis auch den Fall als besonderen 
mit einschließt, wo die Kraftrichtungen in emerlei Ebene liegen, 
ist leicht einzusehen. 

2) Die Kräfte haben verschiedene Angriffspunkte. 

Nimmt man an, daß alle Angriffspunkte um «ine und die- 
selbe Größe p in irgend einer Richtung der drei Raum-Coordi- 
naten-Axen, z. B. in der -Richtung der Axe der ZZt sich fort- 
bewegt haben, so werden 

Pl cos Yi , P2 cos Ya. Ps cos Ys pn cos y« 

sich als die virtuellen Geschwindigkeiten Wu w%, w^.."Wn der 
Angriffspunkte der beziehlichen Kräfte P^, Pa, Ps . . . . Pn nach- 
weisen lassen, wenn Yi , ^s • • • • Y» ^'® Neigungswinkel der beziehe 
liehen Kräfte gegen (tie Axe ZZ bezeichnen. — Setzt man nun 
voraus, daß die Kräfte unter einander im Gleichgewichte stehen, 
so erhält man nach $. 30, damit die gedachte fortschreitende 
Bewegung nicht stattfinde^ die Bedingungsgleichung 

Pl cos Yi + P% cos Ya -h A cos Ys A cos Yn = 0. 

Wird diese Gleichung mit p multiplicirt, so folgt 
Pi p cos Yi +Pi )»cos Ya +Ps )i cos Ys + •••• A ;? cos Yb = 0, 
oder in Berücksichtigung der obigen Werthe flir p cos Y 

Pl ITi + A «^a + -ft ^3 + . . . . Pn fTn = 0. 

Dieser Beweis schließt, ' ähnlich dem vorigen, den Fall ein, 
daß die Kraftrichtungen in einerlei Ebene liegen. 

Uebrigens wird aus beiden jetzt abgehandelten Fällen zu 
entnehmen sein, daß das Princip auch dann noch gilt, wenn die 
Größe der gedachten Fortbewegung nicht blos unendlich klein, 
sondern eine beliebige ist. 
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Beweis de» Priocipes, wenn die gedachte Bewegung eine 

drehende ist. 

§. 35. 

Es mögen JP, , P%, Ps . . . . P» Kräfte ' sein, welche an den 
unbiegsamen Linien UAt UB^ VC u. s. f., in einerlei Ebenen 
liegend, nach beliebigen Richtungen wirken. 

Fi§* 30. Denkt man sich so- 

dann, daß das ganze 
System um einen sehr 
kleinen Bogen q) für den 
Halbmesser = 1 gleich- 
mäßig gedreht wurde, so 
müssen 

AU.(fy BU ^ify 

CV • (p u. s. f. 

die Längen der von den 
Angriffspunkten beschrie- 
benen Bögen, sowie 

An=iWs u. s.'f. 

die entsprechenden vir- 
tuellen Geschwindigkei- 
ten sein. 

Nimmt man nun wieder an, daß sich das System im Gleich- 
gewichte befindet, so hat man nach 9. $. 18, damit die gedachte 
Bewegung nicht stattfindet, die Bedingungsg^elchung' 

(1.) Fl «I + A «a + A «s + . . 'Pu «- = 0. 
wo Hl, Ha, Hs» ••• <lio Hebelarme der beziehlichen Kräfte be- 
zeichnen. Da der Drehungswinkel sehr klein angenommen wurde, 
so kann man die einzelnen Bögen AAif' BBi, OCi, u. s. f. ohne 
besonderen Fehler auch als gerade .Linien ansehen und deshalb 
setzen: 

A AAi I» (X> A AUOy 
A BBi li CV) A BU^ u. s. f. 
Dann verhält sich aber für P^ 

Al/:AU^(f=Ua:Aßn, d. i. 

«p, 




Ebenso wird sein 

a$ = 



öl = 



W2 



<P 






U. 8. f. 
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Werden aber diese Wertlie in (1) gesetzt, so erhält man, nach 
entsprecliender Multiplication mit <f, 

P\ 1^1 + ^i «'a + ft «'s + Pn Wn = 0. 

Liegen die Kräfte in verschiedenen Ebenen, so hat man fth* den 
Beweis nur nöthig, eine !Ebene rechtwinkelig durch die Drehaxe 
zu legen, in diese Ebene die Kräfte der Angriffspunkte zu ver- 
setzen und jede Kraft in zwei andere zu zerlegen, wovon die 
eine rechtwinkelig gegen die Ebene gerichtet ist, die andere aber 
in der Ebene selbst liegt Da sodann nur die Kräfte auf Dre- 
hung wirken können, welche in der Ebene liegen, so kann man 
die zur Drehaxe parallelen ganz außer Acht lassen, und der. ganze 
Fall reducirt sich auf den zuletzt bewiesenen. 

Der Gartesische Grundsatz. ^ 

§. 36. 

Sind Pif P%y Ps drei sich einander das Gleichgewicht hal- 
tende Kräfte, welche auf ein festes System von Punkten wirken, 
ferner flir irgend eine fortschreitende oder drehende Bewegung 
f^i, W2t t^s beziehlich deren virtuelle Geschwindigkeiten, so hat 
man nach dem bereits Bewiesenen 

Pi u^i + A «^2 + Ps «Ps = 0. 

Wird aber eine der Kräfte z. B. P^ = 0, vielleicht dadurch, 
daß, wie am Ende von §. 18, diese Kraft auf einen unverrück- 
baren Punkt wirkt, so verbleibt 

Pi Wi -j- /*2 «^a = 0. 

Diese Gleichung kann aber nur dann stattfinden, wenn sie 
die Gestalt hat 

it •''i ''^i HF A *^a = ö > ^^®^ ^"^^ 
P\ ^i =^Pa tt^a ist. 

Aus letzterer Gleichung ergiebt sich endlich die Proportion 

P;P, ==f|7j ;|Pl ; d. h. . 

sind zwei Kräfte mittels eines festen Wider- 
standes mit einander im Gleichgewichte, so 
verhalten sich dieselben umgekehrt wie die 
auf ihre Richtungen genommenen virtuellen 
Geschwindigkeiten.. 

Dieser Satz, welcher sonach nichts Anderes als ein specieDer 
Fall des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten ist, wurde zu- 
erst von Gartesius aufgestellt 

§. 37. 
Für die Anwendung des Principes der virtuellen Geschwin- 
digkeiten diene nachstehende Aufgabe. 
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' - Ein uDbiegsa- 

mer - Stab AD 
Fig. 31. ist durch 

die OeffDung 
(Loch) M ein«r 
Mauer gesteckt, 
wodurch dersel- 
be am Auswei— 
•j chen zur Seile 

verhindert wird. 
Bei B liegt der- 
selbe auf und 
mit dem Ende A 
stfllzt er sich 
gegen, eine feste Flüche AC, die mit dem Horizonte einen Win— 
bei a bildet. Die Horizontalentfemung BC ist bekannt und . 
gleich l. In G, von A um A6=a entfernt, wkt auf den 
Stab in vertikaler Richtung eine Kraft W; mau soll für den 
Gleichgew ichlszusland die Lage des Stabes bestimmen T 

Auflösung. Wir setzen 4ie usb^annten Nenoddracke 
(Gegendrucke $. 31) in A und JB respective iV und Q, den Nei- 
gungswinkel des Stabes gegen den Horizont = ß und die eben- 
Eülls nicht bekannte Entferaung AB = x,' Sämmüiche EräRe 
dürfen -wir ab in einerlei Ebene wirtiend annehmen. 

Denken wir uns dann zuerst eine Horizontal Verschiebung des 
ganzen Syslemes um den beliebigen Weg =w^AAi=BBi, 
so sind Aa' und B6' die entsprechenden virtuellen Geschwindig- 
keiten von N und Q [W bal keine solche, da die Verschiebung 
normal gegen deren, Richtung, ist). Man erhält folglich 

JV. Aa' — Q . Bb' = ; d. i. wegen Aa' = AA' sin o, 
Bb' = BB' am^: 

(1) JV.sina — ^sinß = 0. 
Eben so denken wir uns eine ^'«r^ikalverschiebung am den 
gleichen Weg: AA^ = GG^ =BBi, wodurch sieh Rlr A",, W 
und Q respect die virtuellen GestJiwindi^iten Aa^, GGi^ ^^ 
ergeben und somit 

, W,GG,—JV.Aat~d.Mt = Oioatse»ui^ '. 
W.GGx-N.AA^ci>sa — h,BB^.cdnB = <i,d..i: 
,(2J If-A^co»,(^-(?cosß = 0. , .,./, 

FUr die Bedingung des vollständigen Gleichgewichtes i^t jetst 
hoch äje Gleichung gegea Drehbewegung zp bilden, . ,., 

Hierzu w'<ihlon wir A als Momeutenpunkt, wonach Am ^ 
acosg^ der Hebelarm von W, AB=X der von Q veird. piese 
nach S' 35. mit dem unendlich kleinen Drehbogen =e «p mulli- 
pUcirt, giebt überhaupt 
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FT. cp . a C08 ß — ^ <p . a? =3 *). 
Hieraus aber 

(3) »Tasinß — ^a? = 0. 
Nunmehr entferne man zuerst aus (1) und (2) N, wonach 
folgt 

If^sin a 

Letztere Gleichung mit (3) in Verbindung gebracht, giebt 
sodann 

. a . cos ß sin a 

^^ """^ sin(a + ß)' 

Hier Gnden sich zwei unbeliannte Größen in derselben Glei- 
chung, weshalb wir aus den angegebenen Bezeichnungen, nach 
trig. Sätzen, noch entnehmen 

j7 ; /s3 sin a : sin (a -{- ß). Reducirt man hieraus x 

und setzt diesen Werth in (5), so eiiiält man 

/ 
cos ß sin (a -f- ß)* = — sin a*, woraus ß berechnet 

a 

werden kann imd worauf auch x, Q und N zu bestimmen sind. 

Für aa=90<» folgt 

cosßss*!/ — etc. 



=vT 



Zweites Kapitel. 
Vom Schwerpunkte. 



g. 38. 
Die Eigenschaft ader irdischen Körper, vermöge welcher. sie, 
sich selbst überlassen, gegen den Mittelpunkt der Erde hin zu 
fairen bestreben, nennt man Schwere. Als Ursache dieser Er- 
scheinung sieht man die Schwerkraft, d. i,^den unserer Erde zu- 
kommenden TheU der allgemeinen Anziehung, Gravitation, an, 
die zwischen allen Weltkörpem, ja zwischen »Den Punkten der 
wahrnehmbaren Materie stattfindet, und die im geraden Verhält- 
nisse det Masse des anziehenden Körpers und im Uidag^kehrten 
mit dem Quadrate der Entfernung des angezogenen Körpers steht 



*) Man erkennt leicht, daß es in ähnlicben Fällen jedenfalls einflacher sein wird, 
olme HBcksiclit ftttf den Drehbo^n, die statische SomenCengleichiing direkt 
za bilden. 
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§. 39. 

Hängt man einen Körper an einem vollkommen biegsamen 
und oben befestigten Faden auf, so zeigt die Richtung, nach 
welcher er den Faden spannt, die der Schwerkraft an, und man 
nennt diese Richtung senkrecht, lothrecht oder vertikal 

Von einer Linie oder Ebene, sagt man, sie ist horizontal, 
wenn sie eine lothrechte Linie rechtwinkelig durchschneidet 

Die verlängerten Richtungen der Schwerkraft an den verschie- 
denen Orten der Erde müssen, da letztere fast eine kugelförmige 
Gestalt hat (der Unterschied zwischen dem größten und kleinsten 
Durchmesser beträgt nur ^|-^>i) üi dem Mittelpunkte derselben 
zusammentreffen. Berücksichtigt man jedoch die Größe eines 
Erdhalbmessers, die zu 859,417 geographischen MeUen, die Meile 
= 7421,34 Meter gesetzt, angenommen werden kann, im Ver- 
hältniß f zu den Ausdehnungen der Körper, die man gewöhnlich 
betrachtet, so kann man ohne merklichen Fehler annehmen, daß 
die Richtungen der Schwerkraft für die Theile eines und dessel- 
ben Körpers parallel $ind. 

^. 40. 

Wird ein Körper durch eine horizontale Unterlage, oder wie 
voiiier bemerkt, durch Aufhängen an einJBm Faden, am wirklichen 
Fallen gehindert, so übt er gegen die Unterlage einen (normalen) 
Druck, gegen den Faden und dessen Befestigungspunkt einen Zug 
aus, welchen man (Druck oder Zug) das (d>9olute) Qvwieht des 
Körpers nennt 

Im gemeinen Leben bestimmt man das Gewicht der Körper 
dadurch, daß man ein' bestimmtes Gewicht zur Einheit annimmt 
und durch Abwägen findet, wie vielmal diese Einheit in d«n 
abzuwägenden Körper enüialten ist 

Wir nehmen hier das (jewicht eines Kubikdecimeters des^il* 
lirten Wassers bei einer Temperatur von 4 Grad des hundert- 
-theiligen Thermometers zur Einheit an und nennen dass^jlbe 
Kilogramm. 

Zusatz. Aus dem Vorstehenden erhellt zugleich, wie man die 
Schwerkraft zur Vergleichang« (ak Maß) mit andecen bfiliphig wir** 
kenden Kräften benutzen kann. Denn denkt man sich eine beliebige 
Kraft ah irgend einem Punkte eines festen Hindernisses angreifend, 
so ruft sie in letzterem (nach $. 31) einen gewissen Gegendruck 
hervor. Entfernt man die Kraft und faii^ «n gedachtem Punkte 
Hiittels eii^es (dünnen) Fadens ein Gewichl aaf, welcbas genaa den- 
selben Gegendrock erzeugt, so kann letzteres offenbar als Maß der 
ersteren Kraft betrachtet werden *). Auch hierbei nehmen wir das 



*) Bie praktische Technik benutzt zum Messen der Kräfte (Sewichts- oder Feder- 
w«g>eii. AnsfGhrlicheres über Um Ma6 der Kräfte wir« die GeodynanHfc efithaHen. 

4* 



\ 
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Rilogramm zur Maßeinheit an, so daß anter einer Kraft, deren In- 
tensität durch n Kilogramme ausgedrückt wird, eine solche zu yer- 
iteh^n ist, welche einem Gewichte ron n Kilogrammen das Gleich- 
gewicht hik. 

§. 41. 

Jeder R6rper von solcher BeschaflTenheit, daß gleiche Volu- 
mentheUe gleiches Gewicht besitzen, t^ird ein gleichartiger (homo- 
gener), im Gegentheite ein ungleichartiger genannt In dem Fol- 
genden setzen wir immär gleichartige Körper voraus, sobald das 
GegenÖieil nicht besonders angegeben wird. 

Das Gewicht der Volumen- oder Gubik- Einheit eines Kör- 
pers nennen wir dessen Dichte. 

Bezeichnet daher P das Gewicht irgend eines Körpers, V 
und D respective Volumen und Dichte desselben, so erhält man 
unmittelbar 

(1) p=.n.K 

Für einen zweiten Körper, wobei die genannten Größen 
verschieden von den vorbemerkten, jedoch respective durch P', 
D* und V ausgedrückt sind, folgt eben so PI=^D* V*. 

Man kann daher auch die Proportion bilden 

hL so^mBOk D=ifD\ so folgt 

r •.. . P:M^:z=,V:Vyd, h. ■ 
bei K$rpeni von gleicher Dichte veriMlten sich. die GeiHefato wie 
die respectiven Volumen. 

. ' • • • • 

§. 42. 

In wie viel Theilchen auch ein Körper zerlegt werden mag, immer 
wird man die Gewichte derselben als vertikal abwärts wirkende und 
nntei^' einander parallel gerichtete Kräfte ansehen können. Da 
femer ein jeder Körper als ein System unveränderlich verbunde- 
ner, nur sehr nahe liegender materieller Punkte angesehen wer- 
den kann, so folgt, daß hier alles' Das in Anwendung zii bringen 
ist, was $. 20. in Bezug auf parallele Kräfte gefunden wurde, 
und man kann deshalb auch nach dem Angriffspunkte der Mit- 
tf^lkraft aller j^ärälleleÄ Kräfte oder nach d^m Mittelpunkte der- 
selben fragien, . : ; r 

.: Dieser Ponkt in jedem Körper heißt der Schwerpunkt des»* 
seNben; er ist also aach derjenige, in welchem man sich dsA 
ganze Gewicht des Körpers vereinigt denken kann, oder der 
unterstützt odet festgehalten werden muß, soll der Körper bei 
jeder ihm gegebenen Lage in Ruhe bleiben. 

Vjede gerade Linie, welche durch den Schwerpunkt eines 
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Kdrpers hindorchgeht, 'wirdSebweriian undjecte 6beiia»idnrcb» 
g«heilde^ Ebene eine Scbwerebeoe des Körpers genannt. 

Hierms folgt zuf^^ich ,- daß- der« Schwerpunkt ducdi den 
Dwchächnitt zweier SohweHiaieil oder dner ScWerUnie: i»it' ein^ 
Schwerebene : oder auch durch den Durehsdiaitt dreier iSeh^ei^ 
ebenen bestimmt werden muß. '. /•: 

Bringt man daher einen Körper Über einer scharfen Kante 
in*s Gleichgewicht, so ist die dorch diese Kante gelegte Vertikal- 
ebene eine Schwerebene des Körpers, und wenn . man ihn an 
einen Faden aufl^ängt, so ist bei völliger Ruhe die Richtung des 
Fadeos eine Schwerlinie. Mit Hülfe solcher Versuche läßt $ich 
der Schwerpunkt eines Körpers empirisch bestimmen. 

Um die Lage des Schwerpunktes eines Körpers durch Rech- 
nung zu teden^ benutze man die Gleichungen II. §. 20. uad 
berücksichtige dabei, daß die dortigen parallelen Kräfte P|, J\^ 
JPs-i,"Pa als Gewicht anzusehen siod^ die^e aber nach §..41'. 
dwch die beziehlichen Volumen Vi, V%^ Fs.... Vn ersetzt 
werden können. Sind dann die Goordinaten des Scbwerpunl^ 
tes 4r> y, und z, die der Volumnina der einzelnen körperllcl^pn 
Elemente jPj, ^i». ^i; Xu ^» z% u. s. i^ so phält man: 

V\ Vi + Vi y%-\-V% yt-^- — Fn yn . 

^~ Fi + Fi + r,....Fn 

*~ Fx + Fi+Fs.... Vn • 

Man findet demnach die Entfernung des Schwerpunktes von drei 
auf einander rechtwinkeligen Coordinaten-Ebenen, wenn mau die 
statischen Momente der einzelnen Elemente durch die Summe 
dieser Elemente dividirt. 

Da man sich dünne Dräthe als Linien und dünne Bleche 
als FläclfBn denken kann, so kann man auch nach dem Schwer- 
punkte materieller Linien und FlSchen'^ Tragen. ' Deshalb sollen 
in den folgenden $$ bestimmt werden: 

1) die Schwerpunkte der Linien' 

2) die Schwerpunkte der Flächen und ' ^ * 

3) die Schwerpunkte, der Körper. 

Schwerpunkte der Linien. 

§^43. 

, Der Schwerpunkt einer materiellen, homogenen geraden 
Linie, jyiegt in der Mitte derselben. Denn denkt man sich die 
ganze Linie in unendlich viele Elemente zerlegt und unterstüt;et 
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«e ia ilv«r MiU«, so hat man m beiden Seiton dertfeiben gloteb« 
statische Momente; giebt man fiir ferner die vertikale Riohtiioi^ 
•0 zieht das ganze Gewicht in dieser Richtung nieder, so daß 
der Angriffipunkt der Mittolkraft aller Elementargewidite von 
beiden Enden der Lmie gleichweit absteht und zugleich inneiv 
halb derselben liegt. 

§.44. 

Schwerpunkt eines Kreisbogens. 

Der materielle, homogene Kreisbogen AJDB Fig. 32, dessen 
Schwerpunkt bestimmt werden soll, werde in zwei gleiche Theile 
AD = DB getheilt und aus C, dem Mittelpunkte des zugehöri- 
gen Kreises, die Gerade CD gezogen, so ist diese nach dem 
Vorhergehenden eine Schwerlinie. Um den Ort des Schwer- 
punktes in der Schwerimie zu finden, nehme man eine feste, 
durch C gehende Gerade JOT,. welche zugleich parallel zur 
Sehne AB des Bogens ist, zur Momentenaxe an und theile den 
Kreisbogen in so kleine Theile GH, daß jeder derselben olme 
merklichen Fehler als gerade Linie angesehen, werden kann, deren 
Mittelpunkte, wie Fy sodann Schwerpunkte sein müssen. 




Fig, B2. 



Fällt man von dem Mittelpunkte F des Elementes GH auf 
XX' die Normale FK^ so ist diese der Hebelarm des Elemen- 
tes, und demnach sein Moment 

(1.) GH. FK, 
In den ähnlichen Dreiecken CKF und GHI verhält sich aber: 

GH:IH=CF:FK, deshalb ist auch das Moment 
des Bogenelementes wegen (1.) GH.FK=^IHCF. Da aber 
IH als Element der Sehne Äff betrachtet werden kann, so er- 
kennt man leicht, wie die Momente aller flbiigen ElemenXe ge- 
funden werden, deren Summe aber dem Momente des ganzen 
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Bogens, bBzogen auf die Enrtfemung CS de$ JSchwarpuakied vom 
liülielpuiikte C gleich sein muß. Wird daher die Lttage des 
ganzen Bogens AB mit s bezeichnet» die der Sehne AB mit n, 
der Radios CF mit r und cüe Entfernung CS mit ar, so folgt: 

sw = ar und 
j ar 

Wird ferner der halbe Centrlwinkel, d. h. ^ ßCB in Bogen- 
maß fUr den Radius =1, mit a bezeichnet, so ist: 

«=^2ar„ und 
a3=2rsina; 

dnttnach eitält man auch, wenn diese Werthe in I. gesetzt 
werden 

„ r sin a 

II., J7= . 

^ a 

Fifar den Bogen des Halbkreises ist 

a = 5 jr, sin a = 1, demnach 

m., a?t=-iL=o,636€2 r. 

d. i ungefähr -^jr. 

Endüch ist fiir den Bogen des ganzen Kreises 
a = 3t, sin a = und 

" o 

x=r — = 0; wie ganz natürlich. 

Schwerpunkte ebener Flächen. 

§. 45. 
Sehweipunfct eines ebenen Dreiecks. 

Ist ABC Fig. 33. ein ebenes, materielles und homsgeiies 
I>reieck, so müssen die Linien AJS und J^D, welche von. der 

JFig. 33. Mitte der Seiten BC 

und AC nach den 
gegenüber liegenden 
Winkelpunkten gezo- 
gen wurden^ Schwer- 
linien der Dreieck- 
fläche sein, indem 
sich nämlich zeigen 
läßt, daß zu beiden 
Seiten jeder der ge- 
yr. zogenen Linien gleiche 
Momente liegen. 




^.^ .^ 



56 



Nach dem VorhergehiBAdeii liegt aber der Sobw^punkt im 
Durchschnitte zweier Sehwerlinien, so daB fi» der Sdmer{Hiiit&t 
des gansen Breiecks sein maß. 

Vwbindet man D mit E, so kt BE || AB und A AB& 
(X) A BSE femer ist auch BE^=^ \ AB, daher erhält man 
BS:SB = AB:BE^2\\\ 
BS-\-SB:SB = 2 + l:i; 
BB:SB = ^:U und 
SB = ^BB. 
Der Schwerpunkt einer jeden Dreieckfläche liegt also in der 
Schwerlinie um -l- von der Grundlinie entfernt 

Fällt man von B und iS aus Normalen' auf ACf so folgt, 
wegen Aehnlichkeit der Dreiecke BBF imd BSG, da0 
SG = j BF ist, oder, der rechtwinkelige Abstand des Schwer- 
punktes von der Grundlinie ist gleich dem dritten Theüe der 
rechtwinkeligen Höhe des Dreiecks. , 

§. 46. 

Schwerpunkt eines Parallelogrammes. 
Die beiden Diagonalen eines Parallelogrammes müssen Schwer- 
linien sein, da sich zu beiden Seiten jeder derselben gleiche 
Momente nachweisen lassen. Der Schwerpunkt eines jeden Pa- 
raUelogrammes liegt mithin imi Durchschnittspunkte seiner beiden 
Diagonalen. 

§. 4r. 

Schwerpunkt eines Paralleltrapezes. 
Es sei ABCB (las angegebene Paralleltrapez und dabei 
AB=^a, BC=^b, BE=CF=h und AE = c; femer sei 
der Abstand des Schwerpunktes ^ der Figur, von AB aus ge- 
rechnet, SG=^x und von der auf AB rechtwinkeligen Linie 
AYam, SH:^^. 
.r- InBezug auf AB ist das Moment des ParaUelogr^mmes BEFC 







Fig. 34. 






mmm 
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ebenso die .Siuiuvm der Momente der .beiden Dreiecke ABE 
und CFD 

daher, wenn man (i.) und (2.) addirt und die Summe, durch den 
Inhalt des Trapezes» d. i. durch 7A(a-f-6) dividirt, 

d?= J-— 7— =T ■ U. K 

a + 2b — • 

In Bezug auf die Normale Ay' ist. das Moment des Paralle- 
logramms BECF 

(3.) (c-^ib). M; 

die Summe der Momente der Dreiecke ABE und FOD 

(4.) f^ Y+ jc + ft + |(«-.*-r j,iÄ{«-Ä-4l 
demnach 

.„ ■• o» + Ä» + rt(* + c)4-2*<f 

•"" ^^ 3(a + «) 

Ist AA0 ein rechter >Vinkel, so wird c=0, und sodann ist 
„ ii» + «i& + Aa 

, §. 4a 

Sch^rerpunkt eines 1>eli'6bigen Vieleeka. 

Man. zerlege das Vieleck in Dreiecke oder Päralleltrapeze 
und finde die Inhalte und Schwerpunkte jedes derselben; man 
nehme sodann in der Ebene der Figur, und zwar in der Nähe 
derselben, zwei sich rechtwinkelig schneidende Goordinaten-Aicen 
an, beziehe die Schwerpunkte der einzelne!^ Dreiecke oder Tra- 
peze auf diese Ax^n und bestimme mit Hülfe der zwei ersten 
Gleichungen %. 42. die Abstände des Schwerpunktes des Vielecks 
von den beiden Axen. 
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§. 49. 

Schwerpunkte vou Theilen der Kreisfläche. 

1. Schwerpunkt eiües Kreisausschnittes. 

Zerlegt man den Kreisausschnitt in so kleine Theile, daß 
ein jeder sds Dreieck angesehen werden kann, so müssen die 
Schwerpunkte aller dieser Dreiecke um f des Halbmessers von 
dem Kreismittelpunkte eütfemt sein. Hiernach kann mau sich 
aber statt des Kreisausschnittes einen materiellen Kreisbogen mit 
demselben Centriwinkel 2 a wie in $. 44. denken, dessen Halb- 
messer jedoch f r ist. Die Entfernung des Ausscbnittschwerpunk- 
tes vom Kreismittelpunkte ist demnach zufolge I. und II. $. 44. 

i I. iP=| — , oder 

- sin a 

IL ar=|r . 

* a 

Fttr die halbe Kreisfläche ist a== ^ Jt, sin ^ jt= 1, demnach 

^ 4r 

in. a?=T-- 

2. Schwerpunkt eines concentrischen Kreis-Ringstückes. 

Bezeichnet man die Halbmesser der beiden Begrenzungs- 
bogen respective mit R und r, den gemeinschaftlichen Centri- 
winkel wie vorher mit 2 a (ebenfalls in Bogenmaß für den Halb- 
messer = 1), so erhält man für die Momente, ^es jeden zuerst 

für sich gedachten Kreisausschnittes, respective 

• « 

|jKÜ5iLxa.Ä*==|Ä?8ina, und 

_ sina ^ . . a • . 

' a * 

Die Differenz dieser Motnente muß aber dem Momente des 
Ringstückes gleich sein, dessen Flächeninhalt a (£' — r*] ist. 
Bezeichnet daher x den Schwerpunktsabstand des letzteren, vom 
Mittelpunkte des zugehörigen Kreises aus gerechnet, so folgt 

ar.a(Ä» — r«) = |(Ä» — rJ^jsina, d. i. 
JC»~r* sina 
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3. Schwerpunkt eines Kreisabschnittesr. 

Fi§, BS. Hierzu benutze 

j^ man den Satz, daß 

das Moment des 
Ausschnitte&AffCD 
Fig. 35, aus der 
^^ Summe der Mo- 
mente des Ab- 
schnittes ABDE 
/ und des Dreieckes 

./' Al^Cbestehenmuß, 

wenn sämmtliche 
/ Momente auf dm 

^^.^. KreisHuittelpunkt C 

d bezogen werden. 

Der zu bestimmende Schwerpunkt liege in Ä 
Es^ ist nun das Moment des Ausschnittes, wenn die früheren 
Bezeichnungen beibehalten werden, 

das Moment des Dreiecks nach $. 45. 



%ECX 



Bezddhnet man daher den Inhalt des Segmentesniit .4 und 
setzt CS = x, so folgt 

Im rechtwinkeligen Dreiecke AMC, ist aber EC* = r^ • 
demnach wird 

^ar^ssaix*A'^}ar^^'^a^ va^d sonach 



i«'. 



V. x = 



i2A' 



§. 5o; 

Schwerpunkt der Fläche einer gemeinen Parabel. 

Es sei ABC Fig. 36. die gedachte materielle Parabelfläche, 
XX als Axe einer Schwerlinie derselben und Y Y in J7 normal 
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Fi ff, S6. •' auf XX. Ferner sei AC paral- 

lel zu y y und = a, BD = b. 
Der zu suchende Schwerpunkt 
liege in S. In der Entfernung 
Bq=x ziehe man parallel zu 
yy zwei Sehnen mn und op, 
die um die unendlich kleine Größe 
= 8 von einander abstehen, so 
^daß der Inhalt von mnop als 
Rectangel betrachtet werden darf. 
Setzt man daher mn = op = 2y, 
so ist gedachter Inhalt: 2y.S und sein Moment in Bezug auf 
YY:2yh.x. 

^ Yen letzterer Form werden' aber die Momente aller Flächen- 
Elemente sein, welche man auf ähnliche Weise zwischen q und 
B bildet, so daß für das Moment = Jf des Flächenstiickes oBp 
gesetat, werden kann 

(1.) Jf=2:(2y.8.a?) = 28.S(arjf). 

Für die gemeine Parabel, deren ^Parameter =p ist, erhält 
;nan nach geometrischen Sätzen y^=^px und y=:|tiiar|, wes- 
halb statt (1) zu schreiben ist 

(2.) Jf = 2;?i.8 2:(ip5). \ 

Denkt man sich, jetzt ^j9 in unen&ch viel ^Theile jeden 
= 8 getheilt, setzt in (2.) für x auf' einander folgend 8, 28, 
8 6.;.. 11^6, und ad^tirt die erhaltenen Weft*the, so erbUH mtm: 

j|f = 2.p:8|(i+2j + 3S+4}....). 
und wenn die Zahl der in der Parenthese enthaltenen Glieder 

une^dlich groß gedacht wird, ferner n eine unendlich große Zahl 
ausdrückt,' so ist 'die Summe der gedachten Glieder i=^ f. ni^), 
daher • ; 

' j|fstr^p|..(o8)f,'und weg^n it8«=d?, folgt 
(3.) M=^fAxi. 

Der* Inhalt der Fläche oBp ist femer f ^ = f /ni . xl, da- 
her auch, wenn % den Schwerpunktsabstand derselben von yy 
bezeichnet, mit Bezug auf (3.) 

%.\p\x\=^^pix\y d. i. 

% ■ ■ TT X» 

Für. die ganze Parabelfläche ABC wird x = BD — t, 

z = BS, demnach 

I. äS==|.ä£=|*, oder 
II. DS = ^.BD = ^b. 



') Han sehe hierüber die Anmerkung: zu diesem $. 



r 
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I 

Anmerkung. Beweis, daß die Sammenformel fär die m^» 
Potenzen der natürlichen Zahlenreihe, allgemein 

m4- 1 

2:(»)"s=— y-pist, sobald n unendlich groß Tor- 

ausgesetzt wird, m aber eine ganze, gebrochene, positiTe oder nega- 
tiye Zahl bezeichnet. 

Nach dem binomischen Lehrsatze kann man schreiben 

(0 + 1)« = 1 =. . . +1 
(1--1)» = 2« = 1 4-2.1 + 1 
(2-fl)«==3» = 2i»-T2.2--i 
(34-l)* = 4« = 3«--2.a+l 
^ (4+l)» = 5»^4'»-f 2.4 + 1 
etc. etc. etc. etc. etc. 

j(«-l) + l|« = n« = («~.l)« + 2(ii-l) + l 

J {«+0) + 1 I* = (n+1)« = «• + 2n+ 1 

Addiirt man jetzt* die in einerlei Vertikalreike befndlichen -Wefthe, 
bildet aus den Summen eine Gleichung und hebt die gleichen Glie- 
der aus der Reihe (a) gegen die entsprechenden Glieder der Reihe 
(ß] auf^ so ergiebt sich endlich 

(«+l)» = 2i:(n) + (n + l). 

Diese Gleichung durch n* diyidirt, folgt 



/ ! 



<5±«i-„+i,.ij«+i„+i,. 



n« 



ui^ n = (X) gesetzt, ergiebt sich hieraus 



1= ^ ^ 



d. i. 



(n2(nj=-y-. 

Na«h deiliaelben. Verfahren bilde man folgende Werthe 
(0+1)»« 1 =. . • +1 

(1 + 1)» = 2»==1 +3.1 +3.1+1: ... ,.. 

(2--lJ»=:3» = 2* + 3-.2« + 3.2--l '" 

(3 + l)»==4»= 3» + 3.3« + 3.3 + i 
etc; etc. etc. etc. etc. etfc. '-'^ 

' ■tf»~l) + lj» = n3=^(ii-l)»;f-3(n-.l)» + 3(«-l)'4-i 

|(ii + 0) + lj» = («+.l)»=«3+3n»+3ir4^1. " ^ 

Hieraus aber wie bei der forigen Ent^ickelung 
(»+l)3 = 3i:(»)« + 3liW+(n+l).. 
Diese Gleichung durch n> diyidirt, giebt 

,, , 1 s (»)« .3 i: (ä) 1 1 . . 

(^ + »)'== 3 --^ + ^ . -^+ -, (1 + ;j), oder mit Bezug 

anf (1) .../.. ...-. . ...... ^ 
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Hieräua ab^r für n=scx). 



1«3 



d. i. 



I(n)«=3-. 
Aaf ähnliche Weise läßt sich £ (»)> =£= ^ n^ £ (n)« = | n» u. s f. 

endlich I. E («)" == ^ , ^ finden. 

Beachtet man nun, daß sich der ganze Beweis aaf den binomi- 
schen Lehrsatz stützt, dieser für ganze, gebrochene, positiTe und 
negatiye Exponenten derselbe ist, so folgt, daß auch I. in solcher 
Allgemeinheit gültig sein muß. 

§.51. 

Sehv^rpunkt einer jeden von einer beliebigen 
krammen Linie begrenzten Fläehe. 

Es sei ABONVig. ^7. 
Fig. 57. die gegebene Fläche und 

a^^ es werde zuerst der Ab- 

«i2L-<^ r:p:::>*ir^ stand des Schwerpunktes 

^ ]tS=y von der Linie AB 

gesucht, welche auf AJV 
senkrecht und mit OJV 
parallel ist 

Um diese Aufgabe mög- 
lichst einfach zu lösen, 
benutze man die Simpson^- 

sehe Regel för die Berech- 

^ ^ ^ S *y ^ t/^ nung beliebiger krumm- 
liniger ebener Fachen "^ und theile- deshalb AN in eine gerade 
Anzahl beliebig großer, aber gleicher Theile, wovon die Länge 
eines jeden =^ sein mag, errichte in den Theilpunkten Ordi- 
naten, und bezeichne deren Längen mit «i, H], ^s .... «o. 

Sodann ist aber, fUr beispielsweise sechs gleiche Theile, 
also sieben Ordinaten . 

Inhalt der Fläche ABDFE=^ t * («i + 4 «, + «3) ; 
» )) » EFHKI=== \ h (äs + 4 A4 + «5) ; 

» » » /irAroiv^=f Ä (»5 4^4 a« •+«?). 

Zieht man femer die Sehnen 

BF, FK und KO, so ist 




*) Man sehe die folgende Anmerkung. 
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Inhalt des Trapezes ASWM — 6 («a + «s) ; 

» \ » EFKl ^=^h\a^ -\- a^)\ 

» )) )) IKON= ^ («5 + «f ) ; 
ebenso nach gehöriger Subtraction 

Inhalt des Segmentes Il2>-F'a = |*(2öa — «i — «3); 

» » » JSrJlfOy = |Ä(2a6 — «5 — «»). 

Die Schwerpnnkts-Entfemungen der Trapeze auf AB bezo- 
gen, erhält man nach I., %, 47, ^e folgt 

Für das Trapez ABFE : i b ( ^^ ^,^ "^""^ 

'äs -^- 2 «7 



)) » 



» IKON:U + ih C'\ "^X 



Werden die Sehwerponkte der Segmente in den Geraden 
«4» ^4» ^« angenommen, welche deren Flächen halbiren, so 
ergeben sich die Entfernungen derselben von AB wie nach- 
stehend. / 
Für das Segment BDFa:b; 
» » » FHK^:Zb} 
» » » KMOy:^b. 

Hieraus erhält man aber: 
Moment des Trapezes ABFE ; 3 («i +as) X 1 * f^^T^^^\ — 

)) » » Äyjr/;Ä(Äs+«5)xr2*+|*^!iir^^ 

= f«M4a,-h5«5); 

Moment des Segmentes BDFa : | ** (2 «a — «1 — «s) ; ' 

. » ». » jrJfOy:|*M10Ä«— 5a*-^5a7)^ * 
Addirt man alle diese Momente, ordnet die Siunme zweck-« 
m^ßig und diyidirt dieselbe durch den Inhalt der ganaen Figur, 
d. i. durch : 

so erhmt man 
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** ^ ' ai + 4«2+2as + 4a4 + 2a5+4«6+«7 

Hierbei sieht man zugleich, wie sich dieser Ausdruck fUr 
jede Zahl von Ordinalen benutzen und in eine praktische Regel 
einkleiden läBt. Ist die Gurve geschlossen, oder hat die Figur 
nicht zwei parallele Seiten, so wird die erste und letzte Ordinate 
= u. s. f. 

Wie der Abstand des Schweipunktes von der Horizontale 
AN gefunden werden kann, soll später gezeigt werden. 

Anmerkung. Zur Herleitung der von dem Englinder Simpson 
ursprünglich zur .Berechnung von Flächen aufgestellten Regel diene 
Nachstehendes. 

Betrachtet man in Fig. 37> BDF als einen Parabelbogen, so ist 
-mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen für den Inhalt des 
Flächentheiles ABDFE=f zu seUen: 

(1.) f*:=b{a^ + as) + iAE. Da *). 

Statt Da läßt sieh (annäherungsweise) setzen Ot^- — 2~^^ ^* '* 
_ 2i]fs— fli — Oi , . 

^«= — 2: — -. 

Da ferner AE = 2b ist, so erhält man überhaupt aus (1,) 

/* = 6(aj^a,)-|-|Ä(2at~Äi— fls). Hieraus aber 
b 

/* = J (öl + 4flj> + fla). 

Auf gleiche Weise findet man für die Inhalte f% und fz der 
Flächenstücke FJ und KN 

A= 3- (08 + 404 + 06); , I 

b 

A=3 (% + 4ö6 + a7). 

Demnach also für den Inhalt =p F der ganzen Fläche BN, nach 
gehöriger Zuaammenziehnng, 

b \ 

l^.= 3-|ffi + Ö7^+4(a8 + a4 + fle) + 2(a, + Ö5) 

Man wird leicht be^i|^rkeIl^^daß die ZM der Theile auf AN (der 
AbsCissenaxe) immer gerade angenommen werden muß, damit man 
äine ungerade Anzahl Ordinaten erhält, welche unsere Ableitung 
voraussetzt Bezeichnet daher 2» die gedachte gerade {aber beliebige) 
Anzahl gleicher Theile, so ist ganz allgemein zu setzen: 

1^=3 |öi+«fn+l+4(Ä.+tf4... + flPJll)+2(fl3+fl»••• + ö^n-l)(• 
In demitterauB folgenden altgemeinen Satze besteht' dte-Simp* 
sonsicbek Regel* : 



«t ' 



*) Bezeichnet e die Ffeilböhe des Parabelsegment^ SDFaB, so le)irt die Geo- 
metrie, daß der Inhalt dieses Sef Äentes | « . SF istj B« sioh iher Terhalten 
muB e :Da = ÄE : BF, so ist auch e.BF^=ÄE,Da, wie ol)en.^an|epoq(i- 
meD wurde. *' ' 
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Schwerpunkte knimineT Fliehen. 

§. 52. 

Das gesammte Gewicht der Oberfläche eines Prismas oder 
Cylinders kann man in dem Umfange der Fläche gleichförmig 
vertheilt annehmen, welche entsteht, wenn durch die Mitte der 
Länge des Körpers eine zu den Endflächen parallele Ebene ge- 
legt wird, wofür man aber auch sagen kann, der Schwerpunkt 
liege in der Mitte der Axe. 

§. 53. 

Schwerpunkt des Mantels eines ^senkrechten 

Kegels. 

Denkt man sich den ganzen Kegelmantel durch unendlich 
viele aus der Spitze nach dem Umfange der Grundfläche gezo- 
gene Linien in Dreiecke zerlegt, so müssen deren Schwerpunkte 
einen um j der Axe von der Grundfläche abstehenden Kreis 
bilden. Der Schwerpunkt des Kegelmantels liegt daher im zwei- 
ten Drittheile der Axe, von der Spitze au« gerechnet 

§.54. 

Schwerpunkt des Mantels einer Kugelzone oder 

einer €alotte. 

Man, denke sich die ganze Zone oder dalotte durch gleich 
weit von einander abstehende und zu der Grundfläche parallele 
Ebenen in unendlich viele Theile getheilt; da nun der Schwer- 
punkt jeder dieser unendlich kleinen Zonen in der Jfditie ihrer 
Höhe liegt, so kann man sich auch das Gewicht der ganzen 
Zone oder Galotte über ihre Höhe gleichmäBig vertheilt^ denken ; 
der Schwerpunkt des ganzen Mantels liegt daher in der Mitte 
derjenigen Linie, welche vom Scheitel nach der Mitte der Grund- 
fläche der Zone oder Calotte gezogen wird. 

Sebwerpaokte der Körper. 

§. 55. 

Schwerpunkt eines prismatischen Körpers^ 

Zerlegt man den prismatischen Körper durch Parallelschnitte 
zur Grundfläche in Elemente, so müssen die Schwerpunkte aller 
in der geraden Linie liegen, welche die Schwerpunkte der Grund-^ 
und Endfläche mit einander verbindet ; hieraus folgt aber auch, daß 
der Schwerpunkt in der Mitte der Axe des ganzen Körpers liegt 

5 
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Fig. 38. 




S* 66. 
Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide. 

Ist F Fig. 38. der 
Schwerpunkt des" die 
GrundQäche bildenden 
Dreiecks ABC der Py- 
ramide, so müssen die 
Schwerpunkte aller zu 
dieser Fläche parallelen 
Schnitte in der Linie DF 
liegen, und demnach diese 
letztere Linie s^bst eine 
Schwerlinie sein. 

Aus demselben Grunde 
ist AG eine Schweriinie, 
da sie den Schwerpunkt 
G des Dreiecks BCD 
mit der gegenüber lie- 
genden Ecke A verbindet. 
Es liegen aber auch DF und AG in einerlei Ebene, so daß iS 
der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien oder der Schwer- 
punkt der ganzen Pyramide ist 

Zietii man die Linie FG^ so entstehen die ähaUcben Drei- 
ecke ADS und SFG, in welchen vsieh verhält: 

Jf^jG : AD = SF : DS. 
Da aber FE = f ÄJE ist, so muß auch FG = i AD sein, daher 

IAD:AD = SF:DS, oder 
l:3 = SF:DS. 
Hieraus erhält man aber auch 

1:1 -}-i=SF:SF+DSj 
\;i = SF:DF, und 
SF=iDF, d. h. 
der Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide liegt, von der Grund- 
fläche aus gerechnet, im ersten Viertel der Linie, welche den 
Schwerpunkt der Grundfläche mit der Spitze verbindet 

Hieran läßt sich leicht der Beweis knüpfen, daß auch bei der 
vielseitigen Pyramide, und ebenso beim Kegel der Schwerpunkt 
auf ^ der Höhe in derjenigen Linie liegt, die vom Schwerpunkte 
der Grundfläche aus nach der Spitze gezogen werden kann. 

§.57. 

Schwerpunkt einer mit der Grundfläche parallel 
abgekürzten Pyramide. 

Denkt man sich die Pyramide als vollständig, so ist leicht 
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einzusehen, daß das Moment der ganzen. Pyramide der Summe 
der Momente der abgekttralen Pyramide und der Erg'dnzung^-*- 
pyramide gleich sein muß. 

Bezeichnet man demnach den Inhalt der Grundfläche mit 
Gi den der Endfläche mit g, den recht'vvinkeligen Abstand dieser 
beiden Flehen . n^it A, die Höhe der Ergänzungspyramide mit 
X und den Abstand des zu suchendea Schwerpunktes von der 
Grundfläche mit Z, so muß die Gleichung bestehen 

\ G (*+^) X i (h+x) =1 A «7+ V^+ff) X Z+^X{h+ix) 

. O. g. (1.) £!/ = ■■ , /^ \ — ^j^ r. 

a&ch geometrischen Sätzen igt aber 

hVJ 

""-YG-Tg' 

sonach, wenn dieser Werth in (1.) gesetzt wird, 

_ h G^-igVÖ'g+Zg* 



^'{ß-\-VGg^g)OrG-VgY 

oder, nach entsprechender Division mit dem Binomialfactor des 
Nenners in den Zähler, 

I z=^ g + 2/gg + 3jy 

4' G^yTG'g^g' 

Auch för den mit der Grundfläche paralleU abgekürzten 
Kegel müssen alle vorstehenden Schlüsse gelten, so daß man flir 
selbigen erhält, wenn der Radius der Grundfläche Ky der der 
Endfläche =r gesetzt wird, 

Tf y — A ^' + 2igr+3r» 

S- 58. 

Schwerpiinkt eines Polyeders. ♦ 

Die Geometrie lehrt, daß man jedes Polyeder in Pyramiden 
zerlegen J^ann. Nimmt man daher für den gegenwärtigen Fall 
eine solche Zerlegung vor, bestimmt den Schwerpunkt jeder ein- 
zelnen Pyramide, giebt die Momente aller gegen irgend eine 
Ebene an und dlvidirt endlich die Summe dieser Momente durch 
den kubischen Inhalt des Polyeders; so muß der Quotfe^t den 
Abstand des Schwerpunktes von der angencmimenen Ebene an- 
geben. .... 

5* 
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Auf scüche W^e ISßt sich dieser Abstand von drei auf 
einander rechtwinkeligen Coordinaten* Ebenen finden, oder der 
Schwerpunkt des ganzen Körpers yoUständig bestimmen. 

§. 59. 

Schwerpun^kt eines Körpers, der als durch Umdre*- 
hung irgend einer Ebene um eine feste Axe 
entstanden angenommen werden kann. 

Es sei ABCD Fig. 39. irgend ein beliebiges Gonoid mit 
parallelen Endflächen. Die Axe EF desselben werde in gleich 
große Theile getheilt und durch die Theilpunkte parallel zu den 
Endflächen, Durchschnittsebenen I, 11, IH u. s. w. gelegt, so bil- 
den letztere offenbar Kreisflächen, deren Inhalte als abstracto 
Zahlen angesehen und als Ordinaten einer Gurye aufgetragen 
werden können, wie dies $.51. geschah. 

Fig. 39. 




Ist sodann die Axe FE gleich der Abscissenlinie AN 
Flg. 37, so muß die Schwerpunktsentfernung == Z des Kör- 
pers ABCD von der Ebene AD dieselbe sein, als die Ent- 
fernung des Schwerpunktes der Fläche ABON Fig. 37. von der 
Ordinate AB daselbst. Man erhält also auch, wenn man EF, 
wie am gedachten Orte AN, ebenfalls in sechs gleiche Theile 
getheilt voraussetzt: 

Sfaid aber die Radien der einzelnen Kreisflächen beziehiich 
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«1. o«» «$> «4 «• «• *^» »0 ist ^ = a*i 3t, A a=s a>2 3t, C^!^a\ % 
D=^a\% u. s. f., und deshalb 

y . g.g'i + 1- 4. «S + 2. 2 ah + 3. 4. a\ + 4. 2 g«s + 

'^"" «^+4aS+2a», + 4»>4 + 2flfti + 

+ 5. 4. g^ + 6 ah 

•\ria\+ah 

§. 60. 

Für die Anwendung der Gleichung I. des vorigen $ diene 
Nachstehendes. 

1. Schwerpunkt eines Kugelsegmentes. 

£ssei^eFig.40. 
der Begrenzungs- 
kreis, DB == A die 
Höhe des Seg- 
mentes und r der 
Halbmesser der 
zugehörigen Ku- 
gel. Sodann denke 
^j^ man sich BD in 
zwei gleiche Theile 
getheilt, wonach 
zuerst aus I. des 
vorigen $. folgt 
^ , o.a\-\'^a\'{-2a\ ') 

a\+4.a\ + ah ' ' 

Ferner ist b =^ i h, «»i = 2fA — h\ «V =rÄ — iA«, 
a^ sssc 0. Durch Substitution dieser Werthe folgt aber 

'/y 1 r 4rA — A* , . 




Z=iA. 



2rA — A«+4rA — A* 
4r— A 



'■' 3r—A 

Für r=^h erhält man den Abstand des Schwerpunktes der 
Halbkugel vom größten Kreise derselben, zu 

Z = |ry 

so nie den Abstand d«»selbm Tom Scheitel aus gerechnet, zn 



'Z' = 



ir^ 



') Fach der Hauptfonnel ist nämlich der GoefScient des letzten Oliedes im Zühter 
bei » Ordinaten = n — ^ 1, der des letzten Gliedes im Nenner aber =s 1. 
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2. . ^«hi^erpuiikl eines parabolischem Goaoides. 

Die Höhe des Gonoides sei = A. Dieselbe werde zur 
nochmehrigen VerstHndigung der Hauptfonüel in vier gleiche 
Theile getheilt ted der Schwerpunfctsabstand in der Axe vom 
Scheitel des Gonoides aus bestimmt. 

Hiemach ist b = ih, ferner a\=0. Mit Hülfe der Pa-^ 
rabelgleichung y^=px aber a\ =\ph, a\==^\ph, a'4 =|;iÄ, 
a\=ph, so wie a^^ = a\ u. s. f. =Null. Durch Einführung 
dieser \Yerthe in 

S. 61. 

Mechanische Bestimmung des Schwerpunktes ganz 
unregelmäßiger Körper. 

Zur Bestimmung des Schwerpunktes ganz unregelmäßiger 
oder nicht homogener Körper läßt sich zwar das $. 42. ange- 
gebene Verfahren anwenden, zweckmäßiger, auch genauer ist 
jedoch folgende Methode. 

Man lege den Körper nach seiner Längenrichtung mit dem 
eiaen äußersten Ende (oder mit einer besonders hierzu ange- 
brachten und geeigneten Verlängerung desselben) auf eine hori- 
zontale scharfe Kante (Schneide), verbinde das andere Ende mit 
einer der beiden Schalen einer gemeinen Wage, und belaste die 
andere Schale derartig mit Gewichten, daß die Axe des Körpers 
eine horizontale Lage annimmt 

Bezeichnet sodann q die letzgedachten Gewichte, hat man 
fomer vorher das* ganze G^^wicht de» Körpers =s^ Q, sefaie länge 
/ ermittelt und wird die unbekannte Entfernung des Schwer- 
punktes von der bemerkten Schneide :== a? gesetzt, - so erhält man 
unmittelbar aus $.19: 



X 



Q 



Guldin^s Regel. 

§. 62. 
Eine eben so nützliche als interessante Anwendung der 
Sätze vom Schwerpunkte lehrte zuerst der Pater Guldin machen, 
nämlich die Oberflächen und Inhalte solcher Körper zu bestim- 
men, welche als durch Axendrehung entstanden gedacht werden 
können. 
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Es sei zunUehst ABCDEF^ Flg. 41« irgend eine gebrech^ne 
oder krumme Linie und 2[X eine mit ilir in einortei Ebene 

svy- Mj liegende. Axev., Die Linie denke 

* man sich ferner in Elemente 

AB, SC, CD . , . . . zerlegt, 
deren Schweipunkte in ihren 
Mitten liegen und von X, X 
beziehlich um ni], m%, iHs» 

»t^ entfernt sein mögen. 

Deiiikt man sich ferner von 
den Endpunkten der einzelnen 
Linienelementen'Normalen AM, 
BN. CO u. s. f. auf XX ge- 
lallt, deren Längen ri, ra, r^, 
r4 . . . • • betragen , und die 
ganze Linie um die Axe XX 
einmal vollständig herumgedreht, 
so wird nan annehmen kün^ 
nen, diaft jedes der Eiementi^ 
die Mantelfläche eii^es abge- 
kOrzten Kegels beschreibt,* unÄ 
der Inhalt = O der Oberfläche, 
. VFelche von der ganzen Linie 
erzeugt wird, ist 
(1.) = 2ji;(f»it.AB+iiia.iBO-f-iW3ei?.*w). 

Betrachtet man die m der Parenthese beßndtchen Gliedelf' nähei',' 
so wird man leicht finden, daß . sie- nichts anderes als die Summe 
der Momente aller Elemente der Linie in Bezug auf die gemein- 
same Axe XX bilden. ' Nach dem Früheren muß aber diese 
Summe dem Momente der ganz^i Linie bezogen auf dieselbe 
Axe gleich sein, so daß man erhält, wenn man die rectificirte 
Länge der Linie mit L, ihre Schwerpunkts-Entfemung' von XX 
mit % bezeichnet 

Lz = mi AB-^fn2 ÄO+ tnt^DC ; 

demnach, wenn die entsprechende Substitution in (1.) vorgenom-, 
men wird: 

L O^^ izz, Ly d. h, 

die Mantelfläche des Körpers, welcher ent- 
steht, wenn sich eine Linie um eine feste Axe 
dreht, ist gleich dem Producte aus der Länge 
dieser Linie, multiplicirt mit dem Wege, den 
ihr Schwerpunkt zurücklegt. 

Man wird l«icht erkennen, daß diese Regel so wohl für 
eine ganze als theilweise Umdrehung der Linie um die feste. Axe 
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g3t. Bei einer Umdrehung um einen Bogen cp <C 2 3t, folgt da- 
tier aus I. . 

II. Os=(p.«. £r. 

Beispiel. Ist die kramine OberflSicfae eines ringförmigen Korpers tn berech- 

nen, welcher als durch eine ganze Umdrefanng 
des Halbkreises vom Radius CD^^r^ Fig. 42. 
nm die Axe AB entstanden gedacht werden 
kann, so Urbält man, wenn CB = R gegeben 
Ist, mit Bezug auf III. $. 44 : 

«=ll-{ ;X=r3c; demnach 

n 

= 2« Tä-I-- Jrit; 
= 2rKCAn-f2r)« 

§.63. 

Wird AFRM Fig. 41. als eine Fläclie angenommen, und 
bezeichnet man die Höiien der Fiächenelemente JfjV, NO, QP 
mit Ai, A9,.As ••••Aa, so ist der Inhalt des aus abge- 
kürzten Kegeln bestehenden Körpers, wenn die Bezeichnungen 
des vorigen Paragnaphen beibehalten werden: 

{{.) K^b^[r\ + r, r, +rS) + ^ {r\ + r, r, + r»,) + 

Die S4^werpaiiktst-Eiitfeniuiig Xi, Xt, %i ....%» der einzel- 
nen Tn^ezflachen AN, BO, CP ist nach III. $. 47 : 

r*i + n r» 4- *•*! _ y*»+^«^+* '*» . 

**- 3(rx+r,) ' **- 3(r,+r,) "' ' 

- __ r\ + r, n +r\ 

oder wenn man die Inhalte /i, /), f^ ..../vi der Trapeze ein- 
führt, und bemerkt, daß dann 

/» =-2- (*■» +*■«) »• *• f- »'; 

*' 6^ ■' ^ 6Ä = ' 

' 6/i 

Durch Reduction und nachherige Substitution dieser Werthe 
in (1.) eriiält man abw 



73 



(2.) Jr= 23i; (/i «1 -f-/i «a + A «5 +. . • . + A «.). 
Bej^ßichne^ nun F den Inhalt der erzeugenden Fläche AK 

,^ und % den Abstand ihres Schwerpunktes von der Axe XX^ so 

findet ineder die Momentengleichung statt 

und demnach aus (2.) 

I. Ä'=2Jt«. F, d. h. 

der Inhalt eines Körpers, welcher durch Um- 
drehung einer ebenen Fläche um eine feste 
Axe entsteht, ist gleich dem Producte aus dem 
Inhalte der erzeugenden Fläche in dön Weg, 
welchen ihr Schwerpunkt zurücklegt. 

Bei einer Umdrehung der Fläche um einen Bogen cp <[ 2 :t, 
erhält man auch hier 

II. jr=(p.3r.F. 

Beispiel. Für den ringförmigen KSrper Fig. 42. ist mit Bezug auf HI. $. 49. 

r r^n 

»=:B-|-} — ; J?= -^; demnacli sein körperlicher Inhalt 

§. 64. 
Eine recht yortbeilhafte Anwendung findet die Guldin^sche 
Regel bei der Bestimmung des kubischen Inhaltes der Fässer, 
was in dem Folgenden gezeigt werden soll. 

Es sei ABCD Fig. 43. der 
senkrechte Längendurchschnitt eines 
Fasses. Die Länge desselben (im 
Innern gemessen) JH=l, die 
Spundtiefe ML = 2a, die Boden- 
Uefe BD = AC=U. 

Der ganze Inhalt läßt sich dem 

eines Gylmders AFBOMJÜ und. 

eines üörpers gleich setzen, der durch 

(eine ganze) Umdrehung der Fläche 

AJ^BF\axi JH als Axe entstanden ist. 

Zur Bestunmung des letzteren. Körpertheiles betrachten wir 

AEB (die sogenannte Faßlinie) als den Bogen einer gepieinen 

Parabel, so daß der Inhalt der l^X^cheAEBF gleich f /(a •— 6) =jP» 

oder für a — Ä = rf*), F=\dl ist. 

*) 2a 7- !^6 =:J2^ wird die Spitzung genannt. Letztere nimmt man gewöhnlich 
als einen aliquoten Theil der Daobenlänge AEB ^^ L» Wird L ia n gleiche 

Thoile getheilt, so heiOt ^ ein Faßstieb. 




J^ 



^ 



xr 




n 

Da, nach §. 50. der Schlverpnnkl 8 dieser Fläche von AB 
ans in der Entfernung FÄ==f jBF=f J liögt, so gieht die 
Guldin'«ehe Regel für den fragliehen Inhalt: 

(l,) 2it(* + f £/).|rf/=Y\jrdr/(5Ä + 2rf). 

Addirt man hierzu den körperlichen Inhalt des Cylinders 
ABCDy der zufolge unserer Bezeichnung itb^.l ist, so ergiebt 
sich der ganze Faßinhalt =jr zu 

jr=Ji;/{Ä* + iV<^(5*-|-2rf)}; oder auch 

I. Ä=jc/ Ä«+ I W+iV^M- 

Statt letzterem Ausdrucke läßt sich ein einfacherer, aber 
hinreichend genauer, Annäherungswerth setzen. 

Vertauscht man nämlich den Coeflicienten ^j mit |, so folgt 

JSr=3t/(6 + |rf)«; oder da J = a — 6 ist 

Führt man endlich hier noch die ganze Spundtiefe und eben 
so die ganze Bodentiefe ein, setzt erstere = A, letztere = Ä, 
so folgt 

iSC=:jt.il :^ 1.7, d. h. 

Der ganze Inhalt ist dem eines Cylinders gleich, welcher 
mit dem Fasse gleiche Länge hat und dessen Durchmesser 

3 



Drittes Kapitel. 

Von der Stabilität fester Körper, 



§. 65. 

Befindet sich ein einzelner Körper, oder ein festes System 
von Körpern urspcünglich im^ Gleichgewichtszustande und wird 
es aus diesem gebracht, in eine Bewegung versetzt, so sagt man 
das Gleichgewicht ist sicher (stabil) oder unsicher (labil), je 
nachdem die Rückkehr in den ersten Gleichgewichtszustand von 
selbst erfolgt oder nicht. Zeigt endlich ein aus seiner ursprüng- 
lichen Lage gebrachter Körper weder ein Bestreben die begon- 
nene Bewegung fortzusetzen, noch in die erste Lage zurückzu- 
kehren, so sagt man, er befindet, sich im Zustande der völligen 
Gleichgültigkeit. 
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So kann z. B. ein um eine horiKontale Axe drehbarer Stab 
(Wagbalken) irgend einen dieser drei Gleiehgewiditszustände zeigen. 
Ein eiförmiger Körper respective mit dqr kleiaern oder größer» 
Axe auf eine horizontale Ebene gelegt oder gestellt, zeigt im erT 
Stern Falle stabiles, im letztem labiles Gletchgeivicht ete. etc» 

§.66. 

Wir betrachten hier zunächst die Stabilität prismatischer 
Körper, ^eelehe sich gegen eine feste horizontale Ebene stützen 
and durch einwirkende Kräfte zu einer Drehung um irgend eine 
ihrer Kanten veranlaßt werden. 

Fig. 44. Zur Herleitung allgemeiner Sätze 

sei ABCD Fig. 44. das Profil 
eines solchen prismatischer Kör- 
persy der bereits durch eine äußere 
Kraft um den Winkel ADM=^tiL 
gedreht, nachher aber sich selbst 
überlassen wurde. 

Sein Schwerpunkt befinde sich 
in S^ sein Gewicht sei = Q, 
Eine Normale 8E auf AD werde 
= e, der Abstand ED = k ge- 

tf" setzt. 

^ i*^ ^ Das statische Moment von Q 

^Ü bezogen auf D (oder eine durch 

diesen Punkt gehende horizontale Axe), welches ==s S gesetzt 
werden mag, ergiebt sich sodann, zu 

(1.) S=Q.DH. 

Es ist aber, mit Bezug auf die Figur, Dff= GD — EF, 
also DH= A cos a — e sin a, mithin 

I. 8=^Q{kcosGi — e sin a). 

Dieses Moment wird aber als das Maß der Stabilität zu 
betrachten sein ; und weshalb es auch geradezu die Stabilität 
selbst, in Bezug auT die angenoram^e Drehkante, genannt wird. 

UBmitt(ßlbar aus diesem Ausdrucke geht aber hervor, daß 
je nachdem A: cos a — .esin a, _ei|ieii positiven oder negativen 
Werth giebt,-.die Stabilität des Prismas sicher oder unsicher ist. 

In dem Falle, wo gedachter Ausdruck gleich Null wird, kann 
der Körper zwar in der entsprechenden Lage Gleichgewicht 
zeigen, aber die geringste Kraft vermag ihn auch umzuwerfen. 

Zugleich erkennt man, daß die Stabilität des Prismas um 
so bedeutender ist, je größer k und je kleiner e in besonderen 
Fällen wird. 




1 
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Für a s=a 0, erhält man aus L 

IL Sz=nQk, 

^rodurdi der Widerstand oder die Stabilität eines auf der hori- 
zontalen Ebene mit einer seiner Endflächen ruhenden Körpers 
gegen Umkanten um D ausgedrückt wird. 

Verbindet man in Fig. 44. iS> mit D, setzt die Länge die- 
ser Geraden =/ und j^SDMs=»(f9 so kann statt L auch ge- 
schrieben werden 

m. S=Qlco8if. 

Aus diesem Ausdrucke lassen sich für manche besondere 
Fälle interessante und für practische Anwendung nützliche Schlüsse 
ziehen. 

Liegt z. B. /S vertikal Ober D und bezeichnet 8 den Win- 
kel, um welchen der Körper um D rechts oder links gedreht 
wü*d, so folgt aus ni« 

Ä=^ /cos (90 ±8); 

so wie wenn /Si unter D liegt 

S=^/ cos (270 ±8) 

Resultate, die mit Beachtung der relativen Zeichen der tri- 
gonometrischen Linien leicht in Worten auszudrücken sind. 



§. 67. 

Die meiste technische Anwendung findet die Gleichung II. 
des vorigen §. und zwar bei der Berechnung der Stabilität der- 
jenigen Mauern (Futtermauem), welche dem Drucke der Erde, 
des Wassers etc. Widerstand zu leisten haben*}. 

In Bezug hierauf mögen einige Aufgaben folgen. 

Aufgabe 1. Es seiABCD Fig. 45. der senkrechte Quer- 
Fiff, 45. schnitt einer ebenen Böschungsmauer (dossirten 
^ ^ /» Mauer), man soll die Stabilität derselben in Be- 
zug auf die Kante A bestimmen. Die Höhe 
CD der Mauer sei = A, die obere Breite 
BC^==bf die Ausladung AE der Böschung 
^ :=sznh, wo n ein echter Bruch ist, die Länge 
r= 1 und das Gewicht der Gubikeinheit Mauer- 
werk sei sssp. 



^ 




*) Heber Große, Richtung and Lage der Hittelkrart, welche die Stabilität der 
Maaer in den gedachten Fällen in Anspruch nimmt, gieht die Theorie def 
Erddmohes und die Hydrostatik Auskunft. 
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Das Geincht des Hauertheües BCDEisU p.öh, sein Hebelarm 
in Bezug miLA: (jÄ + fiÄ), 

das 6ei?icht des Mauertbeiles ABE ist : p -—, sein Hebelarm in 

Bezug auf A: f fiA. 

Daher nach IL des vorigen %. 

I. S = ip,n*h^ + p.bh{ib-{-nh). 

Bildete der Querschnitt ein vollständiges Rechteck AFCDf 
so 'Würde sich auf ähnliche Weise ergeben: 

n. 8=ip{b-\-nJh)\h. 

_ y 

Durch Einfdhrung besonderer Werthe in I. und II. läßt sich 
zeigen, welchen Vortheil dossirte Mauern, hinsichtlich des Mate- 
rialaufwandes, bei gleicher Stabilität gegen Mauern von Überall 
gleicher Dicke bieten. 

Aufgabe 2. Von einer mit rechtwinkligen Strebepfeilern 
Eig. 46. ^^d einer Fußbank versehenen Mauer ABC 

Fig. 46. (im Aufrisse und Grundrisse] ist das- 
Stabilitätsmoment in Bezug auf die Kante A zu 
bestimmen. 
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Auflösung. Es sei h die gleiche Höhe der 

Mauer und Strebepfeiler, so wie -- die der Fuß- 

bank, b die obere Stärke der (einfachen) Mauer, e 
und a die Dhnensionen des horizontalen Quer- 
schnittes eines Strebepfeilers (in Bezug auf die 
Figur), / die Entfernung je zweier Strebepfeiler, 
von Mitte zu Mitte derselben gemessen, d die 
Fußbankstärke, endlich sei wieder p das Ge- 
wicht der Gubikeinheit Mauerwerk. 

Hiemach erhält man folgende statische Mo- 
mente : 



das eines Strebepfeilers: ^p,ae^h, 

» der Mauer (auf die Lange /] : p, bhl [i^b-^- e), 

)) » Fußbank » » n : p -^r— (c + ^ + 1 rf) ; 



folglich: 



IIL 8=ph\iae*-\-bl(ib-\-e)-\-jie+i+id)\. 

Giebtman jetzt den einzelnen Größen aller drei Gleichungen L, 
n. und HL entsprechend übereinstimmende Werthe, so lassen sich die 
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VoHheile der verscbiedeoen Mauern, m BeUriOff des Materialauf- 
wandes bei gleicher Jätabilitäty leicht erkei^nen. 

Aufgabe 3. Man soll das Profil einer dossirl^n Mauer 

bestimmen, "welche mit einer anderen Mauer von durchaus glei- ^ 

eher Stärke =ä, dieselbe Stabilität besitzt, der Cubikinhalt der 

tn 
ersteren jedoch nur — der letzteren beträgt. Höhe s=/^ und 

Länge =^l b^fder Mauern seien gleich. 

Auflösung. Denkt man sich das Profil ABÜD Fig. 45. 
als das verlangte, setzt BC=^w, AE = ff, so ergiebt sich eine 
B^dingungsgleichung zu: 

^6Vie = |Ä/y^-f j?Ä/(y+ia:), d. i. 
(!•) 2^2+3ar2-f 6d?y=3Ä2. 
Zufolge des festgesetzten Materialaufwandes findet man femer : 

— bhl'sssi \hli2x-\- y)y oder 
n * 

(2.) 2x4-y = 2 — b, 

Endlich folgt, durch Verbindung und Reduction aus (1) und (2), 

. n. ,=2jJ3f -|/(nSl,-„j. 

Die Möglichkeit von x ist an die Bedingung gebunden, daB 



1/ 



n^ n 

— >0,61. 
n 



Es wäre also höchstens eine MaterialersparJiiß von \ mög- 

tn 

lieh, indem dann — = | = 0,66 sein würde. 

n 

Für — =^f> oder bei \ Materialerspamiß, müßte man 

y = 0,47 . h nehmen. 
Aufgabe 4. Eine Mauer, deren Länge ==/, Stärke =ä, 
und Höhe ===/k ist, soll durch eine aus demselben Materiale er- 
setzt werden, deren Länge und Höhe dieselbe, deren Stärke aber 

— - beträgt. "Wie kann dies geschehen? 
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Auflösung« Durch die neue Mauer soll die Hälfte des 
Materkles erspart werden, weshalb solche nach der vorige^ Auf- 
gab»« keine doasirte sein kann. Wir wählen deshalb eme, wel<;be 
an der Auß^iseite mit rechtwinkligen Strebepfeilern Fig. 46. 
(jedoch ohne Fußbank) versehen ist. Die Entfernung, zweier 
Strebepfeiler sei =07, alle sonstigen Bezeichnungen mögen die 
der zweilten. Aufgabe sein» 

Sodann findet sich 



P 



2 

Hieraus aber 

4ae 



-=pr-^+^(j+^)\- 



X 



3^^ — 4^e* 



Viertes Kapitel. 

V^n der Reibung. 



§• 68. 

Berühren sich zwei Körper unmittelbar und üben sie irgend 
einen Druck auf einander aus, sind aber dabei die Kräfte, welche 
auf sie einwirken, unter einander im Gleichgewichte^ so. müßte 
nach dem Früheren die geringste Yemundeningi oder Vermeh- 
rung derselben im Stande sein, eine^Bewe^ng zu erzeugen. 
So Hchtig dieß an und für »ch ist, eben so wenig wird solches 
durch die Erfahrung bestätigt, indem dort oft eine mehr oder 
minder bedeutende Kraft wirksam werden maß, wenn eine wirk- 
liche Störung des GleichgewiGhtes stattfinden soll. Der vorzüg- 
lichste Grund dieser Erscheinung liegt in den Unebenheiten der 
Berührungsflächen der Körper, vermöge welcher die Erhöhungen 
des einen in die Vertiefungen des andern und umgekehrt greifen 
und, we&B' Bewegung entstehen soQ, die Hervorragungen ent- 
weder abgebrochen, umgebogen oder über einander weggehoben 
werden müssen. Der Widerstand, 'welcher sich einer bewegen- 
den Kraft hierdurch entgegensetzt, heißt der Widerstand der 
Reibung oder schlechthin die Reibung (Friction). 

Um die Reibung zu vermindern, glättet oder, polkrt man die 
sich berührenden Oberflächen so viel als möglich und bringt 
außerdem zwischen dieselben sehr weiche oder flüssige Körper, 
sogenannte Schmiermittel, wdche letztere zur Ausfüllung der 
vorgedachlen Vertiefungen dienen. 
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Je nachdem zur UeberwSitigung d^ Reibung die siofa be- 
rührenden Körper über einander weggeschoben, auf einander 
gedreht oder über einander weggerollt werden müssen, unter- 
scheidet man gleitende, drehende (Zapfenreibung) und 
rollende oder wälzende Reibung. 

Beispiele der gleitenden Reibung finden sich bei der Be- 
wegung eines Gerinnschützens in den Seitenfiihrungen desselben, 
bei der Bewegung eines Pumpen- oder Dampfkolbens an den 
Wänden des Stiefels oder Gyünders. Beispiel der drehenden 
und rollenden Reibung zugleich bei den Wagenrädern, indem 
durch die Bewegung der Nabelflächen um die Axen drehende 
und durch die Bewegung der Radschinen auf dem Erdboden, 
Pflaster u. s. f. rollende Reibung erzeugt wird. 

§. 69. 

Gleitende Reibung. 

Zahlreiche und höchst sorgfältig angestellte Versuche, be- 
sonders neuerdings durch den französischen Artillerie - Capitain 
Morin*), gestatten, über die gleitende Reibung folgende Gesetze 
aufzustellen : 

1. Die Reibung ist unabhängig von der Geschwindigkeit der 
Bewegung. 

2. Die Reibung ist unter sonst gleichen Umständen dem 
Drucke proportional. 

3. Bei gleichem, nicht allzu geringem Drucke ist unter übri- 
gens gleichen Umständen die Größe der Reibung unab- 
hängig von der Grüße der berührenden oder sich reiben- 
den Fläche, so daß dabei die Adhäsion nicht in Betracht 
kommt 'Bei sehr geringen Pressungen, wie sie etwa in 
den Mechanianen der Taschenuhren vorkommen, findet 
jedoch dieser Satz nicht vollständige Anwendung, ebenso 
nicht, wenn die eine oder andere der sich berührenden 
Flächen als linear zu betrachten ist 

4. Die Reibung der Ruhe ist größer als die der Bewegung. 
Reibung der Ruhe findet aber statt, wenn ^d» Körper 
einige Zeit in Ruhe gewesen sind, bei'm Beginnen der 
Bewegung; Reibung der Bewegung während der Bewegung 
der Körper auf einander. 



*) Kouvelles expertences sor le firiiitement, faites k llets en 1831, 1832, 1833, 
in^rimees ^r ordre de fAcademie des scieoces. — 1834, chez MaUuas, 
libraire, ä Paris. 

Die ToHständigste Zosammenstellung und Kritik der vorzügHclMteii bi§ 
jetzt Torgenommeoen R^twngsversache giebt Brix im äechszehnten Ja^gasge 
(1837) der Verhandlungen des Vereins zur Beförderung des Gewerbfleifies in 
Preußen. 
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Um die Grdfie der i^eitMideii ReÜHuig in Reebmiitg an 
briogen» sei Q der N(N*maldruek und P die zui* Ueberwindung 
der Reibung nach der Richtung der Tangente der reibendto 
Flächen anzubringende Kraft, für einen anderen Normaldnick 
= ^, bei derselben Materie unter gleieb^i Umständen die er- 
forderliche Kraft =^P' Nach dem zweiten der eben angegebe-^ 
nen Sätze erhält man aber dann die Proportion 

P:p,s=i Q:q und . . 

p=^,q. 

Der Quotient -^ das Yerhältniß der Reibung zum Drucke 

oder die Reibung fOr den Druck von der Gewichtsemheit soll in 
d«* Folge der ReibungscoefGcient genannt und mit f bezeichnet 
werden, so daß man erhält 

I. P=f.q; 

d.h. man findet die Größe der gleitenden Rei- 
bung, wenn man den Normaldruck mit dem 
Reibungscoefficienten multiplicirt. 

Zur Erleichterung vorkommender Rechnungen mag hier 
eine TabeUe der Reibungscoefficienten für die am meisten vol*- 
kommenden Materien folgen, die aus den Morin^schen Versuchen 
entnommen ist*). 

Anmerkung. In nachstehender Tabelle bedeutet das Zeichen 
(=), daß die Holzfasern bei^m Gleiten parallel, und (-(-), 
daß die horizontal liegenden Fasern des gleitenden Körpers 
auf der Richtung der Bewegung senkrecht waren; (2l) be- 
deutet, daß sich Hirnholz auf Langholz nach der Richtung 
der Fasern bewegte. 





Lage der 
Fasern 


Zustand der 
Oberfläche 
(Schmiere) \ 


ReibungscoefBcient 


Reibende Körper ' 


für die 
Ruhe 


für die 
Bewegung 


Eiche auf Eiche ' 


(=) 


trocken 

trockene Seife 

trocken 

mit Wasser benetzt 

trocken 


0,62 
0,44 
0,54 
0,71 
0,43 


0^ 
0,16 
0,34 
0,25 . 
0,19 



*) Die Normalpressungen, ^ unter welchen Moria die Versuche Über, gi^ndct R$i'> 
hing anstellte^ überstiegen nicht 2 Kilogramm pr. Quadratcentimetec der Be-. 
rühningsflächen. Für manche Fälle der Anwendung dürfte es sa blauem 
,fein , daß die Yer^che nicht auch auf groBere Pressungen ausgedehnt 
wurden. 
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RBibeode Körper 



Lage der 
Fasern 



Znstand der 

OI»«rfläche 

(Sdhmiere)' 



Reibufigscotfllioieiil . 




♦t" 



-»-**• 



für (Jie . 
Bewegung 



£sche, Tanne, Buche j ^^ 
Vogelbeer auf Eiche» ^ ' 

( flach (=) 
Rindsleder auf Eiche {hochkan- 

( tig 

Schwarz zogerichte~> 

tes Leder (Riemen) ) 
Ilaufgyrte auf Eichel 
Hanfseil auf Eiche | 
Schmiedeeisen auf| 

Eiche . I 

Gußeisen auf Eiche 



Messing auf Eiche 

Rmds!eder als Koi- 
behlinclerting auf 
Gußeisen 

Lederne Riemen auf 
gußeisernen Rollen 

(jußeisen auf Guß--j 
^isen I 

Schmiedeeisen auf ) 
Gi^ßeiven \ 

Schmifsdeeisen auf 
3cha^jedeeisen 

Gußeisen auf Jßrpnve 

Schq^QÄseisea . auf . 
"Bronze 

Bronze auf Bronze 

Bfonze. auf Gußeisen 

Bronze auf Schmie- 
deeisen 

Eiche, tJline, Weiß^J 
buche, wilder Birn-f 
bäum ,. . G ußeisen \ 
Schnii^deeisen^Stahl) 
und Bronze, gleitend! 
auf eihänder und aufi 
sich selbst ' 

Rogeustein auf Ro-j 
genslein ) 

Muschelkalk: auf R6-^j' 
genstein* . / , ;; |. 

Ziegelslein' auf Rort, - 
genstein ^ 




• • 



..'1 



(==} 



♦ . ♦ 



trocken 

desgl. 
j desgl. ^ • 
mit Wasser benetzt 

trocken ' 

desgl. \ 

desgl. .^ 

raitWasaerbene^l 

Talg • •• 

trocken 

mitWasser benetzt 
trockene Seife 
trocken 

mit Wasser benetzt 
mit Oel, Seife oder 
Schweinfell 
.trocken ^ 
mitWasser benetzt 
etwas fettig 
mit Wasser benetzt 

trocken 

desgl. 

dßsgl. 

desgl. • 

desgl. 
desgl. 

etwas fettig. 

auf gewöhnliche 
Art geschmiert mit 
Talg, Schweine- 
fett, Oel, Wagen- 
schmiere etc. 

blo9 lettig 

ohne Schmiere 



ti 



;» 



>» 



>» 



0,57 

0,6 f. 
0,43 
0,79 

0,74 

0^4 
0,80 
0,65 
0,11 ,. 

» * « 

0,65 

0,62 
0,62 

0,12 
0,28 
0.38 
0»16' 

0,19 
0,13 



0,11 



0,74 
0,75 
0,67 



0,36—0,40 

0,51 
033 
0,29 

0,27 

. 0f$2 

0,52 
■ ft26 .., 

0,08 .. 

0.49 . 

0,22 

0,19 



0,15. 
0,31. 

0,18 



0,15 

0,17 

0,20 . 
0,21 

0,16 . 



0,07—0,08 



4 



l I 



0,15 
0,64 
0,67 
0,65 
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Reibende Körper 



Läge der 
Fasern 



Zustand ie^ 

Oberfläche 

(Schmiere) 



ReibungscoefBcient 



! 



für die 
Ruhe 



für die 
Bewegung 



Eiche i|uf Rogeni^tQia ; (ii.) .. 

Schmiedeeisen auf j >j , 

Rigcrisiei« ■«"""•'' 

Musclrefl^lk 

R«geDsteiti lifaL-Muwl . . 

scbelkalk i. , l^-'T 
Zlwfelsfein auf Murj \.,.; 

scheflialk . ^ -1 * V.. 
I^chmiedeei^en auf )' ' . , 



iätofMuA'*;' "• 



• • 



ohne Schmiere 



»» »> 



•••••• 



•••••••• 



• • • 



• • • • • 



0,63 
0,49 

0,70 

0,75 

0,67 

0,42 

0,64 



0,38 
0,69 

0,38 

0,65 

0,60 

0,24 

0,38 



'Muschelkalk 

Eiehe auf Mu*did-H'- 5\' ;■* t 

• c i> l '"■ '" l'M« Mörtel aus dreij 

Rogens^in. auf ail^l .. :\ ,[% Theiten feinen Sand ^ q 74 

genst«ii^. , . .i ^.,^ ..,,J"i|ndein«fii!nieüeliy-ti ' ;' 

., " l ,1 draulischen &alk j. 

Beispiele. ... . . / K . • • 

1. Wie groB ist die Reibung der Bfyyßgmg bei .einem - gußeisernen ^ägeeatteri 
dMsen llewiclit'40'KSIograniAe ^Ci4igi, ivtit6hes in horizontalen fUh'rungeh tJOCT Bali- 
nen voi^ Brom^r l&«ft ua^ wcqa. Sclfcveiocflel^ als 'SchillAre gttOiacMi'ikisd.? jh;) i:J 

Hier ist = 40, /'=0,07, daher die Reibung .•:••.! ti J " / '!".(*»..%. 

F= 0,0Y . 40 = 2,8 Kilogramipe.. 

- «O.'^ Es '^ci'i4WFig.' 47 Mn gleich ista^'babhsi^arren, dei'' silili hei X atf eine 
.'.:.• A*'"') «f^ftte, borizoBiai« ;Uitei:taig»!/f(^ sttttzt, Meb »dliseilMli 
- Tf^, . gehörig .yerKaplt ist, hei B, aber;' in vertikaler Ebene, 



\ f 



, . m^. 4l7.i: 



-SBt^-i 




Sehorig .yerKaprt ist, Dei 3, aoer, in y«rtihaler üibene, 
\€k^tg^^yfh!tiä1tt leint-, i^ansoll die'Horizonlal- 
pressungen = S und X ]MrA mi B und den Yertikal- 
^ druck = rbei X mit Beachtung der Reihungen angeben. 

^ /. - - PiB.L8ilg^-'dMliS{Mill«eils yll^/set a^ (,i d«i^Tin ^er 
. . Mitte D 4lW^h^ ^J|fi0^o dev^ht ^ ^„^ In 4eit 
' ' ' ' Entfernung AE==c. Sei auB.erdero. ein. Gewicht = P 
aufgehangen^ ^ BÄC = a,' ' i^ Ai^itNingseveflieienten i>6i 
iT und B respecttje f,»nd /!'.*, -, % 

Nach $. 18'. 'ifnd'$. 31. 'lassen sicK nnmittelhar 
folgende S Gleichungen .bilden, wohei A zum Momen- 
tenpunkte gewählt ist! ' 

P+Q.'^X-rX^fS^O; 
Hieraus sind^ber 5, X und f tUchfr iM* i«dtteA^h *). 



u • « 



,'i < 



!>■ ' ».< I ' ■« l " 4 I n t. 



•»■. 



ii?3.j^9 darf jedenfalls der SeTbsliibung überlassen werden, Vorste}ißnde s^ufgabe 
",j mittels Zuziehung/ dcr'Eräfl9j;)äare, so wie inehrer^. der fcühe^n Aufgaben» 

namentlich der in $. 32. und §^ $7, mit Beac^t^Qg ,der. Koibuns. nodi einmal 

zu lösen. 

6* 
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Fi9. 48. 




§; TO. 

Drehende oder Zai^fen-Reibung. 

Es sei e Fig. 48. der Mit- 
telpunkt des Zapfens irgend 
einer RadweHe, welcher s&h 
bei der Bewegung der letzte- 
ren in dem Lager oder der 
Pfanne »6#^^ach der Richtung 
des angegebenen Pfeiles doebt, 
ferner^ J!0 die Richtung^ der 
Mittelkraft ;adr jV aUer-Krilfte, 
welche auf den Zapfen wirken. 
Wäre die Lagerfläehe iwb 
horizontal, so würde der Zap- 
^n eiüe drehende fortschrei- 
tande Bewegung annehmen ; da 
^ie6 aber ni<^t der Fall ist, 
so wird er längs der kmmnieii Fläche '^a aufsteigen und zwar 
bis zu einer solchen Hohe, wo die Taügentialseit^nkraft AJE der 
Mittelkraft N, der aus der Normalseitenkraft A0* entspringenden 
Reibung das Gleichgewicht zu halten \ecpnag, oder die Tangen-- 
tialkraft gjbtich und entgegengegetzt der Reibung wirkend ange- 
nommen werden kann. 

Setzt maa den Wmkel BAC=^^ so wird man die £rröße 
der Rejbung ss^P tangential am Umfange des Zapfens erhalten 

(1] PssjT.jV'.cosä, wa / der Goefficient der gteitenden 
Reibung ist. 

ba femev die Tangentiaikra£t AE = Nsina sein muß, so 
folgt für die Bestimmung des Winkds a, nach der vorherigen 
Annahme die Gleichung 

fJVcos a =^ JVsin a; *) 

t 

iCOS et ÄS ^/ . ■='» 

Setkt man aber dteseh Wertb in (I), so ergiebt sich die 
Zapfenreibuag zu 



*) Es mSchte niclit ohne Nntzen sein, mftaierksam zi machen,, daß die Riehtiing 
von N nicht durch den Mittelpunkt C des Zapfens gehen kann, sobald noch, 
eine Drehung des letzteren statt finden soll. Mit 2uxiehang der Kräflepaare 
läßt sich dies (rielieicht einsichtsvoller) ebenfalls nachweisen. Denn verselzl 
man N parallel zii sich selbst nach C, so ergiebt sich gleichzeitig ein Paa«, 
4ta6ea Prehmigstttoinent iVrsina ist etc. 
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f.N 

/ 
I, p=± f^ Ny wenn ^ ' = fi gesetzt wird. 

Um daher die Größe, der Zapfenreibung zu bestimmen, 
genügt es nicht, den Normaldruck mit dem Eeibungscoefficienten 
f der glettendea ReibuQg zu multipliciren, sondern es ist dieß 

Product noch durch V 1 -f- /* zu dividiren. 

Wird der Zapfenradius mit q bezeichnet, so muß das Mo- 
ment der Reibung, auf die Drehaxe C bezogen, sein 
IL PQ = Q/i j\r. 

Ist der Zapfen unbeweglich und dreht s^h dafür das Lager, 
oder irgoad ein hohler Cylhider als. solches, um denselben, so 
kann dieß nur die Formel 11. und zwar insofern abändern, als 
in derselben statt des Zapfenradius :±3: q der. Jladius der Lager* 
pfanne in Rechnung zu bringen ist 

Aus Allem folgt aber, daß die Zapfenreibung ebenfalls dem 
Normaldruck proportional, jedoch kleiner als die gleitende Rei- 
bung ist, was auch mit den Versuchen übereinstimmt, dte üb^r^ 
dieß lehren, daß alle sonstigen für die gleitende Reibung au^e-' 
stellten ErfahrungssHtze auch hier anwendbar sind. 

Anmerkung. Die Reibung fällt großer aus, weim men den 
Zapfen, statt wie im Vomteheaden in einer cjliadrischen Pfanne, in 
einer prismatischen Pfanne laufen läßt*}. Daß eigenthümliche Klem- 
men, welches manche neue Zapfen zeigen, wenn sie in gegossenen 
Pfannen laufen, ist in der fehlerhafteu Ausführung der letzteren 
begründet und kann kein Gegenstand matbemaiischer tJntersuchungen 
werden. 

§.71. 

SorgfiUtige ebenfalls von Morin angestellte Versuche über 

Zapfenreibung haben den Coefücienten fi für verschiedene Ma«- 

terien so finden lassen, wie aus nachstehender Tabelle zu ent- 
nehmen ist. 



*) Man seh« hierüber das f. 12. citirt« Werk PoectleU, Sect. III. p. 36. 
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] 



Reibende Körper 



•\y ■ 



Zusland\ der Oberflächen 



•I! 



ReibungscoefYicient, 

wenh^ «die Schmiere 

erneuert wird 



liche Art 



uaanter. 
brechen 



' ' / geschmiert mit Ollvenfel, 
8chweiri6fete;: Titlg'oder 
Sohweinplfett mit ijraphit 



.<' 



.' 1 



1.» 



»■5'"'!:M.i ,5^ |. 



e^en 



^ /► 



Zapfen von Gußeisen i .. j •■ c u • 
\f r> o jmit denselben •ocbmieren 

auf Lagern von Guß-/ ^^^ß • 

[mit Asphalt 
fettig 

fellig und naß 

geschmiert mit OIit€nöI, 

iJf * r r 'n ' \ Schweinefett, 1* als öder 

Zapfen, von uüßeiaeni c . . ^ ».* •• i^ .a«. 

«fif T«„««™ \r^l J Schweinefett mit Graölirt 
aut Lagern von (^ ..• , i 

:Öronze r*"'«^ " ■' ' ' ' 

. :. .' ff<9tiig ttod naß \ 

(sehr wenig iejiig. .^ . ^ 
/ohne Schmiere 
*'• :'•' ..«. ' Ig^schmiert mit l)el oder 

Zaf^^n T«n äiißei&^nrScIlweiiitffelt ! • 
aiif>Lag«rnvooFr«H-< fettig von Gel od. Schweiz 
zQMiiliolz^^tiajakhO i il«felt f.,v ],..., 

[fettig; von . SobwQinefett 
^ und Graphit 
Zapfen von Schmiede- (geschmiert tnit OliVeilÖlt 
'6isei> auf < ^ßbiser-^j Talg, Schir^iii^tt 'öd^ 



ntin iiagern 






ft,054 
0,14 * 
.0,14 

U 0,16 ' 
.0,19 
0,18 

>» • 

1 

WO 

0,14 



Ö,07-0;08 



» . { 



Schweinefett unid^aphit 

(g«schmier( mit Olivenöl, 

« P c ü • 1 1 Schweinefett oder Talg 0>Ö7'--0,08 

Zapfen von Schmiede- J^^^.^^^.„j^f^.^^W^J .. / • 

eisen auf Lasern von\^ i • n 

Bronze J ««»«chraiere 

rfett und naß 

\sehr wenig feit 

Schmiedeeiserne Za-( geschmiert mit Oel oder 

pfcn auflagern von] Sdiweihfef^U ' * 

Pranzosenhölz (IßloA fölli'g ' ' • 

« e " i%' «.(geschmiert mit Oel ' .• 

Zapfen von cronze auf Y° l • » •« c l 

T ,. n (geschmiert mit ochweine- 

La^rn von llronze j^^ . 

Zapfen von Bronze auf i geschmiert mit Oel oder 
Lagern von Gußeisen f Talg 

Zapfen von Franzo-^ geschmiert mit Schweine- 
senholz auf Lagern] fett 0,12 

von Gußeisen (bloß fettig 0;i5 

Zapfen yon Franzo- ^^^^;^^j mit Schweine- 
senholz auf. •Lagern}"«^, 
von Franzosenholz 



0,09 
0,19 
0,25 

0,11"' 
0,19 
50^40 -J 

0,09 
0,09 



0;054' 






0,054 

o,osa 



«. 



»< 



>» 



0,054 
a,0d4 



> ^ 



•■ t 



»» 
>»■ 



0,045 bis 
0,052 






0,07 
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§. 72. 
In vielen Fällen werden die Zapfen' auch i|i der Richtung 
ihrer Axen gegen die Grundflache gedrückt, wodurch ebenfalls 
Reibung entstehen muß, die sich wie nachstehend berechnen lUßt. 
Fig, 49. Es sei ABC Fi^. 49. die kreisför- 

mige Grundfluche des Zapfens, CA == q 
dessßn -.Radius Hind über die ganze 
Fläche gleichihi^ßig der^ Druck == Q 
verbreitet. Die ganze Fläche denke 
man sich durch concentrische kreise 
in Elemente getheilt, deren gegensei- 
tige Entfernung gleich, .aber unendlich 
klein = 8 ist. * , '. 

Ist dann der Radius CD eines sol- 
eben Kpeise^'=i j7,^ i9£f== 8, so wird 
der Inhält de^ Riiigös DE F\seih : ' 

* / . " 2..SiF .7t. 

Da ferner der Druck auf die ganze Fläche vom . Inhalt^ 
q^ TT == ^ ist, so muß auf den Elementarring kommen 

:. 2Sdr3r; 28, a? , , \/.':;. n«^, . 

Deshalb wird aber die Größe der Reibung des Ringet sein, 
wenn f den Coefficienten der gleitenden: Reibung bezeichnet 

so wie dÄ's'Moment Üer Reibuns; am Hebelarme ==x auf die, 
Di'ehaxe (? .b^zo^^fm .-, 

•• •■ . "i. ^ 8 '. dr' 




- I 



- «, 



•- I' 



p,Qrs.€4bß .Au3druck wird sich, für die Momente aller JEle- 
n^p^t^rri^igß ergeben, weshalb inan dai^n das Moment der ganzen. 
FJläcbfi erhallen -nMXß, .wenn nta. ia (L): (ür j; ^uf einanderf^l«- 
qtA& 't 6r 2.8, 3 $. .^in^ setzt und diese 'Werifae addirt' .£8 
miift 'Also si^fÄ, ^enn P die zur Ueberwhidung def R^bting 
nifthige Kraft bezeichnet, . ' 

• ' "i».ö = /.i5.0(P8* + 2»8«4-3'8»-j4 ); ; , ' 

• . 1,, '♦«' 

2 8» ' 

/*9 = A^«(t + 2' + 3* + ). 

Für unendHch viel Glieder der hier erhaltenen Reihe findet 
man nach $.50: ..: . » 



Pq«/.! 
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(»8)» ■ 



r 

Da aber für die ganze Fläche » 8 := q sein muß, so folgt 

fflr den vorstehenden Fall ist nur | des Nor- 
maldrucks in Rechnung zu bringen, oder man 
kann sich die ganze Reibung als in einem 
Punkte vereinigt denken, der um ^ des Za- 
pfenradius von dessen Mittelpunkte entfernt 
ist. 

Hieraus erkennt man zugleich den Vortheil sogenannter 
Spitzzapfen, da bei diesen der mittlere Radius sehr klein genom- 
men werden kann, ivas jedoch praktisch seine Grenzen haben 
muß, indem sonst ein Einreiben des Zapfens in die Lagerfläche 
unvermeidlich ist 

Zusatz 1. Bildet die Zapfenfläche einen coDcentrischen Ring, 
dessen Radien respective q und o' sind (die Breite der Ringfläche 
also q — q* ist), so erhält man, ähnlich wie Torhei', die Momenten- 
gleichung 

^-'^ Q + Qi ^- 

. Zusatz 2. Eine eigenthümliche Art von Zapfenreibung veran- 
lassen die sogenannten schneidigen Zapfen, welche man bei Probir- 
Krämer- Brücken -Wagen u. s. w. fast allgemein anwendet. Da 
dies zugleich eine Gelegenheit bietet, über die früher erwähnte 
lineare Reibung einigen Aufschluß zu geben, so mag die Betrach- 
tung dieses Gegenstandes hier noch Platz finden. 

Da die direkten Versuche über Reibung schneidiger Zapfen ge- 
hörige Anhaltepunkte zur Aufstellung einer geeigneten Theorie nicht 
bieten, so maß man letztere auf eine der Natur der Sache genugende 
Hypothese basiren. Am meisten der Erfahrung, etffi^rechend scheint 
es in dieser Hinsicht zu sejn, da& vMp. von der Abnutzung ausruht, 
welche nach und nach Schneide und deren Unterlage (Pfanne) ver- 
möge des auf ihnen lastenden Druckes erfahren, und daß man femer 
dabei gedachte Volumenänderung dem Drucke und dem Elasticitäts— 
und Cohäsionswiderstande des . angewandten Materiales proportional 
annimmt *). 



*) Man sehe Weisbach's Abhandlung über die Reibung schneidiger Zapfen im 
jwlytecbn. Gentralblatte. 1840. S. 1063. 
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Dies YorausgcseUt stelle ABC Fig. 50 
den Querschnitt eines schneidigen 
Zapfens, C dessen Schneide und J^E 
die Pfanne dar. Vermöge der ge- 
dachten Abnutzung habe aber nach 
irgend einer Zeit der Zapfen die 
Gestalt AFJGB und die Berührungs- 
■ £ flache der Pfanne die von FJG an- 
genommen. 

Ist sodann der auf Schneide lind 
Pfanne 'wirketiide Dru^rk = Q und 
FO der Kromroungshalbmesaer der 
Ciirve FJGt so wird man für das Moment sps M der st«u£ndenden 
Reibung setzen können 

(1) Jlf «: Ji. (?. W, 

wphei (A einen entsprechenden £rfahrungscoeilGci«nten bezeichnet. 

Um FO nühei; zu bestimnien, betrachten wir FJG als einen Pa- 
rabelbogen, aetaen FG^a, JiJ=:zh und lACH^ lHCB=r^. So- 

dann ist zuerst nach geometrischen Sätzen FO =^ -—*), folgh 




8h 



0» 



Es bleibt nunmehr noch übrig a und h auf geeignete Weise, zu 
bestimmen, was nach Obigen^ wie folgt, geschehen kann. 

Es ist, wenn / die Lauge der Schneide €' bezeichnet, der Inhalt 

von FJGH: |aÄ/, der von FCGJF: — /. cotff a — ^ahl. Sind daher 

e und ^1 geeignete, dem Elasticitats**. und Gohäsionswiderstande des 
Materiales von PCaone und Sehneide^ entsprechende QoeiBcienten, so 
wird man setzen können : 

.(^»l^.oA/ und 0=5=^1 (fü/co/ya — loA/). 
Jlieraus reducirt man leicht: 



.4itvii folgt' 



'. * -Te y r 



ee' 






cot§a^ weshMlb 



somit ans 



*) Die GleicbuDg der gemeinen Parabel ist bekanntlich y- = fa', p=^; der 
, KnirnnrangshaUNnefser am Scheitel ='.-^(=sif), 4. i* nach obiger Bczeich- 
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Setzt mao hier endlicli | [a e 1/ /^li_?!y === <p, d. |i« einem über- 
haupt durch g-eeig^nete Verbuche zu ermittelnden Goefficienten gleich, 
so ergiel;»t sich 

i/*=<pl/^.^a8, d. h. 

das MAmenlt der Reibnng schneidiger Zapfen wachst mit der 
4 Potenz des Druckes und \ Potenz der Tangenie Tom halben 
Winkel der Schneide und im umgekehrten Verhältnisse der ^ Potenz 
äer Länge d'er'Söhnef de. 

Vorstehender allgemeiner Salz verdient um so mehr Vertrauen, 
als ev mit einem • von Culorab für das: Reibmiffsmometat eine» 
harten Körpers auf der ebenfalls harten Spitse- eines Kegels den 
Umständen entsprechende Aehnlichkeit (lal» Culombt fand nämlich 

für geaächien PanJfcr = i|) ^^^ • öin' Resultat, ' was auch mit ditdrt 
anffestellten Veirskchen Ül»ev0iii8timmt» '*). Bei lelkereii^ «rgfaben 
sich zugleich folgende Säize^ die mehr \ader weniger Mich aaf ^dinci^ 
dige Zapfen anzuwenden sein werden : 

1) daß für einre mittlere Belastung der vortheilhaftesle (ganze) 
Winkel an der Kegelspitze 30 bis 40 Grad beträgt und daß 
derselbe bei sehr geringen Belastungen sogar bis auf 12 Grad 
reducirt werden .kann. 

2) Die Reibung des Granates (als Hutchen auf gehärteter Stahl-, 
spitze) ist am geringsten ; dann folgcad'er Ordnung n^ch Achat, 
Bergkrjstall, Glas und Stähl. 
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Rollende öder w lllzefide Retbtinf. 

Der Widerstand, welcher beim Fortrollen feines Krelscylin- 
ders auf einer horizontäleil Ebene aüftrftt, wird- ä war, '/wie bereits 
bemerkt, auch Reibungswiderstand jg9>nai))i.t^, allein es dürfte au 
sich einleuchten, daß hierbei, genau genommen, von einer Rei- 
bung im. Sinne der gleitenden und «drehendön l^eU)i4if|^ eigientlich 
nicht die Rede sein kann. i)ei der Herleitung « mathematischer 
Ausdrücke für diesen Widerstand ist man daher auch sehr oft 
von ganz besondorenr Bypothesen^ ausgegfo^O, die im Allgemei- 
nen jenen analog sind, weiche* wir bei dbr Bere^bnung der Rei- 
bung schneidiger Zapfeh< ; zu r Grunde legten **)* Indeß scheinen 
die hierbei gewonncn'eYi Re$ultate mit den Erfahriingen nicht 
übereinzustimmen, welche besonders neuerdings aus Versuchen 
vom größten Umfange, die Morin anstellte ***), gewonnen wurden. 

"0 Der bereits §. 69. cilirle Baii^ der Berliner Verhandlungen elc. S. 342. 

•*) berstrier,''Hahdbii(* tJer Mechanik. Bd. 1. S. Ö82. — Brit,^llefliiier l^erhand- 
lungen. Bd. 17. S. 87'. 

*) Experiences sur le üragc des voilures etc.; par A. Morin, Pacis, 18IS. 
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Für die Praxis durfte es aber vorzuziehen sein, sich (vorerst) an 
letztere zu halten. 

., . U^})ereinstimmend mit früheren Versuchen Culomhs fand 
aueh Morin, )>daß untßr sonst gleichen Umstunden 
der Widerstand, welcher der (horizontale) ^od^n 
^arilh^r r9llen4©n Cylindern oder 6.ädern entge- 
gensetzt, der Belastung (dem Drucke)' direkt und 
den respectiven Halbmessern ümge^iäehrt iptopor-^ 
ti^^n-al ist, , 

Setzt man daher die Halbmesser zweier verschiedener Räder 
jK und ^ft^ die respectivctti Beliastimgen P und P^ ferner dto 
Widerstände, welche der B<9den gegen cUs Fortrollen der Räder 

im Umfange derselben entgegenstellt W und W, so folgt: 

' p pi 

TF'JK' 

so wie weqn man . ■ ■ s^ls.^^fch Versuche bekannt, annimmt 

und =fx setzt • ".' ''' •»; ' . 

I. »r=fi-,-^..- • 

Bei Eichenholzbahnen fand Culomb (wenn P in .K2I, ü id 
Mi^rU cnhsgiedrttckt wkd) : 

: för Walzen aus Guajakholz fX^0,QÖI'94, ' 

' .;. . » )) » Ulmenhoiz 11=0,00324. 

'»Bei £isaihahnen und- fÜitiliä^Qr-viH» 34f Zoll (engl) Dupch- 
messisr mit sehmiedeeisemen Kränzen berechnato J^tenboor nach 

Wöod's Versuoheü: •^==^0,0Ö032/,,:. :/^:..' . .' . V 

Aus MÖrin'i3 Versuchen lassen si«h -füf^eiiiaielne R^der ätf- 
wea^f^iare .^.eeultate nicht eptneh^eia, cl?^ .s.olc^n^ rar vollftändigQ 
SU*9l3|eafubr,wer|ift unternommen ;|)f»rcten. \ .^ 

Vorstehende Werthe reichen jedoch hin, um. zu erk^^nnen» 
wie höchst gering die rollende gegenüber der gleitenden und 
drehenden Reibung ist. ^ 

Zusatz 1. Bei Rädern, welche um eine Axe drehbar sind, 
kommt für den GesammtwiderstaDd zum- Fortbewegen in horizontaler 
Richtung Roeh die Axenretbonf ; in BeiBatohltt.i rBttieitlinet . düher P 
die Gesammtbelaslnnff derRad^^en od«r RMnabe»,' pdffs Gewicht der 
auf einerlei Axe steckenden Räder (bei JBJisenb^finfÄln-wefkeh, wo die 
R;äder auX den Axen festgekeilt sind, das (lje^iph> !iQn;';ixe uqd Rad), 
Q den Axen- oder Naben -Halbmesser, so erhält maB.fiir eioe tan- 
gentiel am Radumfange wirk^de;KF»ft «= F ws Ueberw^iljtigBng^ die- 
ser Widerstände, wenn übrigens die früheren Beseiobn^Dton l)eibe-r 
halten werden, • . . ., 
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Bei Eisenbahn fahrwerken drückt man den Gcsammlwiderstand 
P gewöhnlich als Theil der Totalbelastung (P-f-P) ^°^> ^^ ^^^ ''^^ 
(1) wird: 

F{P+p) = ^f+JL+p±. P; odßT wefl hier p 

' R ' R 

nafaeia KP^'P) ^^ ^^^^ 

F=^+i/*^, wobei natürlich A im ersten 

Gliede in dem Maße ausgedrückt werden muß, wofür (i bestimmt wurde. 

Mit Zuziehung des bereits für ÜL angegebenen Werlhes und für 

R 
f = 0,054 (nach der Tabelle $. 71), folgt daher, wenn das gedachte 
R in engl. Zollen ausgedrückt wird: 

F = 0,00032 I?i?l + 0,045 i. 

R R 

Für Ä = 18 Zoll und q = 0,937 Zoll, folgt F = 0,00265 = ^\^ 
der Gesammtbelastung. Um daher das Gewicht einer engl. Tonne 
= 2240 % engl, auf horizontaler (gerader) Eisenbahnstreckc fortzu- 
schaffen, sind 5,98 % Zugkraft erforderlich, was auch sehr gut mit 
den direkten Versuchen Pambour*s übereinstimmt, sobald man Tom 
Luftwiderstände absieht. 

Zusatz 2. Aus dem Vorstehenden erhellt zugleich der Natien 
sogenannter Laufrollen, um gleitende Reibung in drehende und rol-> 
lende zu Terwandeln. Eben so läßt sich die Zapfenreibung einer Welle 
bedeutend yerniindern, wenn man den Zapfen auf dem Kranze einer 
(oder auch mehrerer} sogenannter Priktionsrollnn laufen läßt. Denn 
ist R der Halbmettier einea in der Riehtung. des Druckes iV unter 
dem Wellzapfen angebrachten Friktionsrades, r der Axenhalbmesaer 
des letzteren, so ist die Zapfenreibung des Friktionsrades auf den 

Umfang desselben rednsirt. pS^N. Die rollende Reibung zwischen 

Wellzapfen und dem Kranze des Friktionsrades, kann ihrer Kleinheit 
wegen yernachlässigt werden. Ohne Friktionsrad wäre die Zapfen- 
reibnng: /»iV). 



*) Für die atoototo Emittlaloiif der Zagkrafl bei gewohnliclieni Slra0eiiAibrwerke 
kann diese Gleichnnf niclit dienen, da die Umstände, welche dabei außerdem 
in Betracht gesogen werden müßten, zu rerschiedenartig sind, als daß sich 
ein einigermaßen richtiges Resultat erwarten ließe. Anders ist dies bei Eisen- 
bahnen, wo alle Coastructions» und sonstigen Verhältnisse mehr Gleiehn»rmig- 
fcdt darbielDn. 

'^) Bei obigei' Bechnang ist indei die Reibung des Welhapfens vemaeb> 
läfiigt, die 'derselbe an den ^eitenroUen oder Backen hervorruft, welche man> 
rar Termeidung seines Ablaufens vom Friktionsrade (wenn nur ein einziges 
rorhanden ist) anbringen muß. % 
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Fünftes Kapitel. 

Von den einfachen Maschinen. 



S- 74. 

Mit dem Namen Maschinen bezeichnet man Vorrichtungen, 
mittels welcher Kräfte eine Wirkung Süßem, verschieden \on 
deijenigen, welche sie ohne dieselben geäußert haben würden. 
Aus dieser ganz allgemeinen Erklärung folgt, daß die Maschinen 
mancherlei Anwendung zulassen;' hier soll indeß nur betrachtet 
werden, inwiefern mittels derselben Kräfte durch Abänderung 
ihrer Richtung und Größe ein Gleichgewicht zu erzeugen ver- 
mögen. 

Eine Maschine, wovon kein Bestandtheil selbst wieder Ma- 
schine ist, heißt einfach, im entgegengesetzten Falle zusammen- 
gesetzt. Zu den einfachen Maschinen zählt man aber die Seil- 
maschine, den Hebel, die Rolle, das Wellrad, die schiefe Ebene, 
die Schraube und den KeiP). 

Die Seilmaschine. - 

§• 75. 

Eine Verbindung von Seilen oder Fäden unter einander, 
mittels Knoten, an welcher auf irgend eine Weise Kräfte wirken, 
wird dne SeUmascfaine genannt. Unter Knoten versteht man 
aber den Vereinigungspunkt zweier oder mehrer Seile, und der 
Knoten heißt fest, wenn er durch keine Kraft a^s seiner Lage 
gebracht werden kann, lose oder beweglich, wenn er längs eines 
andern Seiles, wie ein Ring, verschiebbar ist 

In den folgenden Untersuchungen nehmen wir die Seile 
als völlig biegsam, unausdehnbar und gewichtlos an. 

Hat man ein SeU von beliebiger Länge, und sind an dessen 
Kade, sowie an mehreren Punkten desselben Kräfte angebracht, 
so bildet im Gleichgewichte das ganze Seil eine gebrochene 
Linie, die entweder in einer oder mehreren Ebenen liegt Eine 
solche Verbindung nennt man insbesondere Seil— Polygon. 

§. 76. 

Wirken zunächst zwei gleiche Kräfte P und Q in entge- 
gengesetzter Richtung an einem Seile, so muß nach dem Frühe- 



*) Crenav f enommen giebt es nnr drei einfache Maschinen, nämlich Seilmascliine, 
Hebel und schiefe Ebene, weil, wie sich aus dem Folgenden ergeben wird, 
alle Obrigeo auf diese drei zurÜckgefBbrt werden können. 



1 
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ren Gleichgewicht vorhanden sein; dasselbe wird ferner noch 
bestehen, wenn das Seil durch einen festen Ring geht, in wel- 
chem es sich ungehindert, fortbewegen kann, und wenn ein Theil 
des Seiles, an welchem P wirkt, einen Winkel mit dem Theile 
desselben bildet,^ an welchem (^ thätig ist. Ist eines der Seil- 
enden, z. B. das, woran ^ w^kt,.fest, so wird der feste Punkt 
in der Iiiphtvi)ftg...des ^eilejades VQp. P gezogen, und. ein&rcben 
so große unbej^$innle Kraft is^.jil^nB als Spannung dieses^ Seil- 
endes in Rechnuög zu bringen. ;. . • 

Wirken drelKrUfte jP, ^ und 
K an den Seilenden Ai. B und^ 
C Fig* 51, die bei M in einem 
Knoten vereinigt sind, so sind 
diese für den Zustand des Gleich- 
, gewichts den früher gefundenen 
Bedingungen solcher Kräfte .^n- 
tevworfen, w^elche einen gemein- 
sch^fUichen Angriffspunkt habe9. 
Es müssen demnach die Rich- 
tungen der drei Kräfte in einer 
Ebene liegen, so wie ferner 
nach §. 1 2. die Proportion statt- 
i^ finden 




Fiff. 5i. 



Ji 



i\) P:q:R^nnCMB:smCMA:8mAMB. 

tsf * AMB' ein eifazfgig^ Seil, welches durch einen loaen 
K-Boten' od6r Rhig 3f gehl, so 'ist nach dem Obigen ^' 

P=zQ, deshalb äbei- auch IAMH= IHMB, oder die 
Verlängerung von RM theilt den Winkel AJUß in zwei gleiche 
TheUe. Nimmt ihan daher an, die SeUenden ^ und Ä sind ab- 
solut festgemacht, ist ferner R ein Gewicht, so wird dasselbe 
vermöge des beweglichen Knotens oder Ringes eine solche Stel- 
lung einnehmen, daß die Richtungslinie CM den Winkel AMB 

halbirt ..... 

• Ist dann diö L||n^e AMS.= l des Seiles gegeben, so iSßt 
sich diö tagfe de^ t*unktes Jlf,' VoVie die Länge der Theile AM 
und BM leicht finden. 

Zieht man nämlich DE veitikal, durchschneidet diese Linie 
von A aus mittt^ls Wnes Kreisbogens vVHn Halbmesser = / in 
einem Punkte ^, theilt EB m zwei gleiche Theile und zieht- 
endlich FM horizontal, so ist M der gesuchte Knotenpunkt *). 

— . 

, , - ' ■ . »• ' 

*) Beispiele hierzu bietet die Aurbängungvweise roanclier Lampen, Straßenlater- 
nen etc. 
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' Sieht tnän fetiiGT AD = a, BB=^h <11s gegeben aii, so 
findet sich 

V l^ — a^ 
Außerdem ist > • 






a 



sfeK^ J«ff^ «an CIM =i= sin fölf4 = -^ / 

,^ ■ ■ • ' ■ ^ ■ 

cos AMH= ^"•' , ^ ; also 



sin JiiWB = sin 2 ^JMiff = 






Setzt man abpr Itftzl^eren Werth in (1), soi folgt .\ 

' Z ' ■ ' 

P =^ 9 = ^'''/ . Ä; hieraus ergiebt sich, 'daß die 

Spannung .P= Q jufl^i'so größeir ist^ jemebr sich / dem 'a nUhert 
und unendlich grpßTinardön muß füTv ae= t E*)i«| dabei* ftinmög- 
lieh ei^Jfieil völlig hofizontal zu spa^ne^, sobald nur • d^^ ge- 
ringste Gewicht, d^'wan^ angebracht ist. . , r 



* ■ # • ff t 



= •»■>; 



• ?: »: 



F/^. Ä^. 



;Es mag ,»uiic ider mehr.attgemeine Fall ; b«blindelt werd^, 
ia wiefern an %e«ieip Seilpc^goiL ABCDEF, wdehes/ sichln 
eiaep? v^rtikal^ flJw«© befindet, Fig. 52»/ Gleiehg6wicht'> vothÄi^ 
den sein kann, wenn dasselbe durch an den Endpunfcikea Li ttnd 
F «nd ,au andern PiHikten oder Knoten Ä, /?, Q und -Ä äü- 
grjßifende Kräfte gespinnt wird. . ".. , . .j. ; 

Zu diesem Ende mögen 
Pi, Pi, i\» tind jRi, a^r 
^ an <lem fesie(Ei Knoten ^^^ 
"^ Cy B und E wirkenden 
Kräfte» femer a,, o,, aj- 
und a4, die Winkel be- 
zeichnen, welche die Rich- 
tungen derselben mit dem 
Horizonte , in gleichem 
Sinne von bis 360 Grad 
gezählt, bilden. Femer 
jp möge^ die Spannungen 
^ zwischen je zwei aufein- 
ander folgenden Knoten 
'S, Äi, Äa, Sz und T 
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sein, so wie deren Richtungswinkel mit. dem Horizonte respective 

<P» «1» «If ÖS» «4- 

Soll nun Gleichgewicht am Seilpolygon statlGnden, so müssen 
die Spannungen und- Kräfte an jiedem einzelnen Knoten einander 
das Gleichgewicht halten. 

Für den ersten Knoteiv B hat man nach $.14 

S cos (180 + <p) + Pi cosci -j-Äi co»«i =0; 

S sin (180 4- <p) + A s»? «i 4- ^Si sm «j = 0. 
Für den zweiten Knoten C ebenso 

Si cos (180 -4- «i) 4- P2 cos a, 4- Ä, cos ot ="0 ; 

iSi sin (180 -]- fli) -f- A sin 0,4"'^^» sini^j = 0. 
Für den dritten Knoten D 

St cos (I8O •+- «a) 4- -ft cos «s -|- iSs cos a, ss Q ; 

JSt sin (180 -j- «») -r ^« ""^ ^a 4* 'S?» *"^ ^3 =^ ö- 
Für den vierten Knoten E 



Tcos «4 = 0; 
T sin «4 = 0. 



Äj cos (180 -|- Äs) -+- -P4 cos a4 

Hierbei erkennt man zugleich, wie sich diese Bedingungs- 
gleichungen für jede beliebige Zahl von Kräften und Spannungen 
fortsetzen lassen. 

Addirt man aber die cosinuirten und eben so die sinuirten 
Wertke dieser Gleichungen für sich, bemerkt, daH Sinuse und Co- 
sinuse im dritten Quadranten negativ sind, und s^tzt endlich 
statt 114 den Innern Nebenwinkel t() desselben, so eriiält man 
gana allgemein 

Pi Gds ai -j-/^ cos ctj 4- P3C0S tts — iScos cp — Tcos 1}) = ; 

Pj sin ai -j— ft sin Oj -["■'*» ^'"^ ^« ••• • — S sin <p — Tsinij) = 0. 
Diese Bedingongsgleichungen des Gleichgewichts eines Seil- 
polygons mit n Knoten, zeigen außerdem noch, daß hier die 
Kräfle dasselbe Gleichgewicht bedingen, als wenn sie, ihren ur- 
sprünglichen Richtungen parallel, alle an demselben Punkte an- 
gebracht worden wären. 
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§.78. 







Sind die Kräfte P,, 
^ Pi, Ps . • • . A, . auBer 
den Spannungen iS und 
T Fig. 53, s&mmtlich 
vertikal gerichtet, so ist 
in der allgemeinen Glei- 
chung des vorigen ^ 
ai:=aa «Os etc.=90® 
zu setzen, wodurch man 
erhmt 



Ä cos (p -|" ''cos i|) = ; 

^1 +Pi + A --• *- T-r S^tnif — Tsin ^.»»^O/ 

Werden jetzt die Richtungen der Sefle AB und E^ so 
weit verlängert, bis sio.sich in einem Punkte Jf sehneiden, be- 
zeichnet man die Winkel, welche sie hier mit der senkrechten 
liinie JUN bilden, mü 07 und p 'und fÜirt diese statt (f ^tnd i(> 
in die vorstehenden Formeln ein, so erhlllt man' nach gehOrlgeii» 
Reduction, wenn zugleich 

Pi 4-/*a +*A • • /.'i=iÄ gesetzt iHrd: 



(1) Ä 



(2) T 



'sm(a:-\-y)\ sin (a: 4"|f); ;,. ,• 

Hieraus folgt femer die Ph>jport?*n 

* Ä : r ; JR = sin y .; sin or : sini [x ^-^l» ''«welche , lehrt, 

daß ilfiV die Richtung der Mittelkraft R ist und daß 'diese ge- 
funden .wird, sobald man die beiden Spannungen iS> und T als 
Seitenkräfte betrachtet, und Übrigens nach $. 12.' verföhrt 



j) 



§. 79. 



Die Gleichungen des vorig.en $, müssen jedenfalls . dieselben 
bleiben, wie groß man sich auch die Anzahl der parallelen Kräfte, 
und wie jdein man die Polygonsehen annehmen. mag. Sieht. man 
dann femer die Kräfte als vertikal niederziehende Gewichte an, 
so bekommt man ein materielles, vollkommen biegsameSf nicht 
ausdehnbares Seil oder eine Kette, und es bildet dieses Seil eine 
krumme Linie, die sogenannte Kettenlinie v, 

7 



1 1'»' 
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Fig. 54. um die besondern Ki- 

^ ' . ^ ^^enschaften dieser Linie 

- - - ' - *^ . ' kennen zu lernen, sei 

f^ ABCYig. 54. eine solche 
an den Punkten A und 
B aufgehangene Kette, 
deren tiefster Punkt C 
ist Für ein beliebiges 
Stück DC derselben mö- 
gen die Spannungen /S 
und T in den Endpunk- 
ten D und C gesucht 
und zu diesem Ende die 
Tangenten DE und CJE gezogen werden, in deren Richtungen 
jene thUtig sind. 

Auf diese Weise ist aber ein Gleichgewicht des Curven- 
stttckes DC möglich, ohne daß die übrigen Stücke AD und BC 
vorhanden sind. 

lübmittelbfir iaus y^rigem $. folgt sodann, indem man berück- 
^^Nüprti d^aß l^t^=90^ ist,. , 

(^)'.'S'==Tr^5 (2) ri=iÄ/^.ar. 




in: •• » :j • .» ^S.o? 

.ji . ;2^rleg^^lnaIl aiißei49m iM>ch die Spaotn^ing S im /Punkte D 
ifk emß Mtiimkt^ SpwMiung >== U mi in eine yerttkale Span^r 
nung = F; so wird . ,. 

. (3i Ur=:S^^swLx; [iy F=iS.cps<r. 
Aus dem Vergleiche von (1) und (^ folgt " 

-L r=Ä\ ^ . ; ^ ' 

Verbindet man femer (1) mit (2), so erhält man 
Ts/Ssinor, und dep9aach wegen (3). f., 

^ Aus I. und; IL ergeben sich aber jetzt folgende zwei wifxh- 
tige Sätze; 

Es ist die.Vertjkalspännung" in jed^m Punkte 
der Kettenlföie eben so groß, als das Gewicht, 
der Rette von diesem Punkte bis zum Scheitel. 
Die Horizontalspspitinng ist an allen Punk- 
ten d,er K^ettenlinie dieselbe und zwar stets 
''•'ÄöfitaSchettel feieich*). . 

.i:.::f) Wflfcn diihet'ES^tmtMi wirft m« KMUinliiiie iMsbesoiicMfe 'fir deif GeVSiHs. 

^, .. .)<fftu Mtidltig,- ':.••- -i, }• f :. •• . J ^ ' '■ :* ;• •• 

Eine fernere Eigenschaft der Keltenlinie, nämlich die, dap ihr Schwer- 

' ' * • • ' ptinklr, ■ 'iltttCT allen -Lfnien, 'die 'zw-ischeh • denselben Efidpunktfen dieselbe Läni^e 

iitl ) (M»e%; «apti^fstiüi liegt, b««r hifr!#UiS'}liif<«)rw«li. «ngeiithrt wisNi»). : Mi«n 

sehe hierüber: Lehrbuch der, Mecbasik. von, Fousop» deiitfche Bearbeitung, von 

Dr. Stern, erster Their,'^? m ■'''•* ^ ■ ^^^ '''' • 



m 



. ." ' • §. 80. • J w 

fJm jetzt eine Gteichung für die ' geometrische GcfstäR dik 
Kettenlinfie' mögliehst leicht zu finden, wollen '^ir annehmen, daB 
nicht gleiche Stücke der Kette, sondern ^lefcibe'H6rizöntalpr6^ 
jectionen derselben einerlei Gewicht bähen, i^ie dieß gewöhnlich 
hei den sogenannten Ketten- und Drahthrüclten der Fall ist. 

Ffff. 55. , ^ ' M9 Ursprung, eines 

rechtwinlieligen Coordi- 

paten-Systems.YY werde 

.IjJ elh beliebiger Punkt D 

/,. der KeUenhnie ACB, 

^ig. 5$. angenommen und 

die Or^iBftteimxe D Yilm-- 

rizoB^l gedacht; femer 

iei D:E=y, EC = x. 

Die tangentiale Spannung 

im J^unlite D sei = Ä, 

«V» ^ o^ lind der Neigungswinkel 

•^ der iRiehtong derselben 

gegen die Abscissen^i^* d. i. £ E3St==s:.a^ < endli<^ se) p dak 

Gewicht der Längeneinheit der Linie DJEt die als Horizontal- 

projection des Keltenstückes DC anzusehen ist* 

Nach vorigeim §.. ist 

T=^S cos a; R=f?tä sin a, 
Aus. der. Verbindung di^ejc beicjen Gleichungep . prhait man 




^ ' 




■i/ 



i.i. , > 



(.• I 



T! 



^ i 



» 1' 



und weil nach obiger Annahme ;7^'das Gewicht fi,.d!es Keltea-* 
^i}ck,es 4^Ci ?em muß, s«^, folgt f^rx^er 

Nimmt man min auf JOE ein sehr kleinem ' JStiifck Dp an 
und errichtü diier Normale Ffi^, so daß ^&j^''9ls" geradliniges 
Dreieck angesehen werden kann, so ist ' 

Setzt man diesen Werlh in (1), so folgt ^ 

m 



m FG 



' - ' ^ ■fcijöi?^; 



1 ! ).. 1 



• ThelH taan jetzt dfe'Ordittate DE in n gleich« ThoSe, so 
daß jeder gleich DF=8 ist, errichtet in den l^eilpuiikten Nor- 

7* . '• :- ^' 
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malen, die bis zur Gurve DC reiehen, zieht femer von hieraus 
ParaHeleQ zu DE uad setzt in (2) für y auf einaader. folgend 
1 S, 2 S, 38 . . . . i»8 80 wird die Summe der erhalteui^n Werthe 
die Abscis8,e w f^hen, fls ist als0 

ar = -|f. 8 (18 + 28 + 38 + 48 ....); 

^=T!-(l +2 + 3 + 4....)- 
Hieraus nach %. 50: ' 



od«r, well nSaBsjf sein muß, ' 

I. «a =s= . X. 

P 

, kixh letzterer Gleichung folgt, daß bei obiger Annahme die 
Kettenliikie eine Parabel btldot, deren Parafldeter 

ist ). 

p ' 

Zu demselben Resultate würde man auch ohne die gedachte 
Voraussetzung gelangt sein, wären die Aufhängepunkte der Kette 
sehr weit von einander abstehend angenommen worden. 

Zusatz. Bezeichnet h die halbe Sehne .eine^ parabolischen 
Kettenbogens, f dessen Pfeilhöhe, so erhalt man aus t. für die Hoti- 
zontislspanmiBg «= 7: 



II. T=£-L, welches zudeich dit Kraft ish^ ''womit bei 

2f ^ . 

Kettenbrücken die Landpfeiler zum Umwarfen yeranlaßt werden. 
Fjär die tangentiale Spannung = S am Aufhängepunkte dei; Kette 

erhÄlt man» wegen S «= s» T Kl+^5s ferner /^a==X-> 

cos a T 

III. 5 = £i VIF^XTF; so w|« endlich aus I. 

2f 

IV. y«=^.a?**). 

f 



*) Die Ableitung der CHeichung für die Kettenliniii ohne die enrahnten Annah- 
men, für den allgemeinsten Fall und ohne Diiferenziai - und Integralrechnung 
dabei in Anwendung zu bringen, findet man in Kaiser*» nHandbUfib der Statik«* 
Garlsnibe 1836. 

>]Me lange #°f' de^ gaajEe&K^ieiibogeiB I|f9t nwli mittele der Formel berechnen: 



•«1 
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Bei der Goodtmetion tob KeUenlirucJi^u fincku #0 Gli^ichongen 
U, bis mit IV. oüuliche Anweadiuig. 

§. 81. 
Bei den bisherigen Untersuchungen nahmen wir Seile und 
Ketten alfr voUkommen iNegsam ati ; da dieß j«doeh in . der 
l^lMdieiikeit nieht stattfindet, fietoDehr Seih so^wohl ala Kattan, 
wenn sie um irgend einen Körper gelegt oder gebogen werdiea 
sollen, der biegenden Kraft einen gewisse WiderstSQid entge- 
genstellen, so mag dieser Umstand dner besondern Betrachtung 
unterworfen werden. 

Denkt man sich zunächst einen Cylinder vom Radius s=9#v 
um welchen ein Seil vom Durclmiesser sa=S g^elegt^ werden soll, 
uud sind, die spannenden Kräfte an beiden. Seüendfin ^. uod Q, 
so kauua, nicht mehr T=.,Q sein, wie dieß nach demYorgeheu- 
den der Fall sein müßte,.sondern man wird zu setzen hab^n 

(1)- f«^H-iS,- -'.rJ- -• 

WO «Sf die Größe der Kraft bezeichnet, die zur VaberwMigUBf 
der Seilbiegung nöÄig ist ''" 

Der wegen der Unbiegsamkeit auftretende Widerstand Hihrt 
aber theils von der Textur des Seiles, theils von der Spannung 
desselben her; stellt man dahißr'die Wirkung der ersten Ursache 
durch a, die der zweiten durch öQ dar, so ist der ganze Wider- 
stand darzustellen dureh - 

,«+*«• - ■,•'••■ ; 

Dieser Widerstand muß aber femer um so größer werden, 
je dicker das Seil ist, und demnach in irgend einer Potenz des 
Durchmessers desselben wachsen, dagegen um so geringer sein, 
je größer der Durchmesser des Gylinders ist, um welchen das- 
selbe gebogen werden soll, oder im .umgekehrten Verhältnisse 
dieses Durchmessers abnehmen! 

Demnach wird man die zur Ueberwältigung des Ge- 
sammtwiderstandes nöthige Kraft S durch die Formel ausdrücken 
können 

(2) S^-^{a + -^Qy ' .:■■:. 

- ■ 

In dieser Formel müssen nun die Größen n, a und b durch 
Versuche bestimmt werden» was leider genügend bis jetzt noch 
nicht geschehen ist *). 



*) Aus Yersuchen GnlömVä mit rier neuen troekenen Hanfteileii IS6t sich fol- 
gende Tabelle zusammenstelleni welche die erforderiiehea Öewicbte enthalt, 
verschiedene Saue um einen GyUndcr von 1 Meter IHirclimes»er tu biegen. 
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Bevor dafrer tber diesen, aflerdtng» "vriehtig««! Gegenstand, 
vollständigere Versuche (als die von Gnlomfo) nicht bekannt sind, 
wollen wir mit Eytelwein den Ausdruck benutzen *) 

... r • 

wo A:sr= ts gesetzt- werden kann, wenn 8 und r in Metern '%e^ 
g^ben sind und r den Cylinderhalbmesaer vermehrt um die btibe 
iMldicke bezeichnet. 

Aus (t) folgt demnach 

T 

sowie das statische Moment der spannenden Kraft T 

• -n. ■TV=±:i?(i^+'Ä«»^ • •"•-' . ■ . 

Wird statt des Seiles eine Kette am den Gylinder gele^, 
so ist es. besonders die Reibung' an den Yerbindarngsbolz^ oder 
den: Schnecken der Kettenglieder, die als bes^nder'er WiderStlinfd 
zu dem spannenden Gewichte gerechnet werden • muß. Setzt 
man den Durdiimesser einer solchen Schnecke :s?:S,:, den Co^fii* 
cienten der gleitenden Reibung =/; so erhält man das statischci 
Moment der Biegungskraft iS> zu 

das statische Moment der spaxmendea Ki*aft aber . 

;. TT^<t{r-{.i,m. ■' , .. ;: 

Da jedoch die Kette am andern Ende, vfieder gerade zu 
biegen ist, so wird man für das Moment der Gesammtkraft setzen 
können 

Tr=Q[r-\''\'fh)\ oder*" genau genug 



>ii 



t 

Seilarten 
Cungetheert) 


Itarc3lttessc^ 

— ö 
der Seile in 
Mfetem \ 


fiisiificht der 
Seile auf 
1 Meter Unge 
- in Xilogr. 


Werlh von 
in Kilogr. 


Werth von 
in Kilogr. 


S«ilTlMi30IiCSi<»i 

» T) 1«) n 

w « 6 1» 


io,oäoo 

0,0144 
0,0068 


0,9834 

0,1448 
0,0522 


0,222$ 
0,0635 
0,0106 


. 0,0007 
0,0055 
0,002t 



Für Seile von Durcbmessem, wie sie die Tabelle Bioli^ enthält, muß der 

am nächsten kommende Werth mit ( — J mnltiplicirt werden, wobei ö' den 

Durchmesser 4es Seiles bezeichne, dessen Biegungswidersland berechnet wer- 
den 8oU. Der Exponent n variirt von 1 \A'i 2, J« nadi Mr BMChaffenhttK ond 
Stärke der Seile. 

Außerdem fand Culomb, daß nasse Seile, wenn sie dünn sind, größere, 
wenn sie dick sind, geringere Biegsamkeit als trockene Seile bei öbrigemi 
gleichen Umständen z^en. Unter letzterer Yorapsaetzung haben getheerte 
Seile vam?f eiiie größere SteiSgkeit als nngetheerte. 

EytelweiB. Handtuch der Sttrtik feaber Karper, $. 320. 
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Zu8til%i Mr Beul'lheilang des Biegungs Widerstandes der wegen 
ihr^]C BilUfk^it iind Letcbtigkeit neuerdings so häufig angewandten 
Drahtseile sind bislang aqch gar keine Versuche bekannt geworden. 
So yiel ist indeß gewiß, daß' ihre Biegsamkeit yiel geringer als die 
Toü Hanfseilen von gleicher Tragkraft ist. Nach neueren £r~ 
Aihrungi^n *} soll es ausreichen, der Biegungswiderstand hinlänglich 
tl^indett t^rden, wenn' tnau den Durchmesser s= D des Gylinders 
in . Fußen, iüker, !wel6hein • ein Drahtseil gebogen wird, mittels der 
FfHtnel D^TB 0,24 ^yil« berechnet, wobei n di« Fadenzahl dei^ run- 
den I^rabiseiie i^i^d 5 den Durchmesssr eines Fadens in Millimetern 
(bei den Freiberger Bergwerksmaschinen gewöhnlich 3,3 Millimeter) 
bezeichnet. 

Beispiel. Wie groß i%l die zur Ueberwindung der Steifigkeit eiaes Seiles 
nothige KraR, dessen Durchmesser 0,023 Meter (= 0'',023) beträgt, welches über 
eiii«n Cyiteder ven 0,'28 Sfeter C= 0",28) Radius gebogen werden soll und dessen ^ 
«Uies Biidd^durph «n:j(Sewioht von 400 Kilogrammen (=400") gespannt wird? 

HaB evbäU aniDi{t^Ibtur durck die Formel I. 

Die SpaiinQhg aw andern Ende T laaß vAio tSit deA- Zustand 'dtJS'Weicbgewichtes 



T==40Q_f- 12,96 =r412%»6. 






»! • 



§. -8?. .ih ,}• •. 



f. 



A 



.1 >. 



• ». \ 



Noch ist bei den letzteren Betrachtungen die Reibung uü-^ 
beat^bftet geüasseü worj^n; wddie Attk ütnfange ded €yI&deH, um 
welchen das Seil geschlungen wurde,' auftritt. * '' • 



-i 



'*> Fnube^ger JabrbtiGli für deft Berg- vnd I(vtten<.]IIaon, 1842, S. .16. 

**} Mit Hülfe der Gnlombschen tabeU% wenn » in (2> gleich 2 gesetzt wifd, 
berechnet sich S wie folgt. , V ; .' 

od» A023\a 0,2225 " ,,_' - •' ' \ i '■ 

T = {-mr -2— = V^T -- \ : 

■2 V Q,Ov / /r,, \ r.-. , ^.'l 






9iii Kä; d, h. ein bfßfnMild kl«iiMvei<W(rtll 
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ftls der obig«, was attcfa'' nAt Oir^e^b Vi^tftiieheft übereih8lfmlnt,.9nr'iO0 
«uIoQihlffhen W^rfbiB aUe.z« fcl<^ fa^d;' ^. a, 6. Bd. -1:1$. 5nG. ; Jefenf^i^ 
ist es aber vortheilhafter, die passiven Widerstanae etwas zu .groß als zu 
klein in Rechnung zu bringen, weshalb wir ia'Mr P6lge alleift-'^e'l^nMM' 
anwenden werden. ,■.-,"' | . 



i 4. 



• :•-.••.- , 



.^ ' .* 



i i 



if 



.» [• 



'I-'. 



. [•}]'■ " 



im 



Fiff^ äß 




Uid' die Grd0e dieser 
Reibung zu fittden» stelle 
Ffg. 56. die Seitenansicht 
eines unbeweglichen Cy- 
Unders vom Radius C-4==f: 
vor, über, welchen ein Seil 
jf. gelegt ist, dessen .eines 
Ende durch ein Gewteht 
Q gespannt wird; ferner 
sei T die Spannung oder 
Kraft, welche am andern 
Seilende anizulegen nöthig 
ist, tun sowohl, der iRei- 
bung als dem Gewichte 
Q das Gleichgewicht zu 
halten.' 

. Den vom Seile umspannten Bogen AI denke man sich in 
sehr kleine Theile getheilt und an den Theilpunkten Tangenten 
gezogen, so daß sich letztere in den Punkten E, F, G, H^ u. 
s. f. schneiden ; je kleiner man aber die Theile des Bogens ninunt, 
um so mehr wird man die Tangenten AE^ EBy BF etc. als 
Seilelemente ansehe^ können* 

; Die Spannung am ersten Elemente EA wird =^Q anzu- 
nehmen sein, dagegen wird die Spannung / am andern Elemente 
BE größer sein müssen als letztere, da diese die Reibung auf 
dem Elementarbogen AB des Gylinders mit zu überwinden hat. 
Bezeichnet man aber den anf da$ gedachte Element ausgeübten 
Normaldruck mit p, den Goefficienteil der gleitenden Boibung 
mit f, se wird man erhalten 

Um p zu finden^ ab^trahire man vom eigenen Gewichte des 
Seües, betrachte AE dem Gewichte Q proportional, formire das 
verschrobene Quadrat ABDE und ziehe die Diagonale DE des- 
selben. Letztere , ist aber als |9 ; proportional anzusehen, und da 
ferner ^ADE(\) A CBA angenommen werden kann, so wird 
man die Proportion erhalten 

I)E:AE = BA:CA, 

d. h., wenn man die Länge des Elementarbogens mit s he^ 
zeichnet, 

p:Q==:s:r) 

demnach aus (1) 
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<«« + 4:«/ 



(2)/=<5|(l+-^). 

Hieraus ivird man aber leicht folgern, daß zwischen /^ und 
der Spannung /j am nächsten Seilelemente FG ebenfalls statt- 
finden muß 

oder, wenn man JUf /| den Werth aus (2) s^t, 

Da nun ebenso 4 = ^1 1 -j- J— 1 ♦ * 

/4 = ^ I 1 -j- -^ I u. s. f. sein muß, so wird man allgemein 

für die Spannnung /p am letzten Elemente oder T selbst setzen 
können 



(3) /„ = r= ^ (i + ^J. 



Hieraus endlich 

: ■ . ■. . (4) Tsa Qe »' • ' 

Wie aus der Annahme folgt, so ist hier T als eine Kraft 
anzusehen, welche sowohl dem Gewichte Q das GIdchgewicht 
hält, als auch die Reibung am Umfange des Cylinders afoerwimiet ; 



*) Nach dem binomischen Lehrsatze ist' 

hieraas, wenn n sehr klein gedacht wird: 

f y ' ry ' >r[ 1,2. >r/ l . . 

und wenn S den gansen Tom 3eiile aii^paiinlen Bogen bezeichnet, also 5= n« ist : 

Bezeichnet nun e_ die Basis der natürlichen Logarithmen, so ist jMksaatUch 



im 

soll T bloß das Herabgleiten des Gewiehtes Q verhindern, so 
muB die Reibung als eine für T vortheilhafle Kraft auftreten, 
und in diesem Falle wird statt (4) zu setzen sein 

(5) T=qe »■• 
AUgemein erhält paan denmach .... 

±ß '' 

I. T=Qe ^ ' 
Bezeichnet (p einen Bogen für den Halbmesser = 1, so ist 
S = r(p, daher, trean dieser. Werth in I. gesetzt wird^ 

u. r=^e . 

Für n Um Wickelungen des Seiles wird (f=2nn und 

in. T=Qe . 

Verwandelt man letztere beide Gleichungen in logarithmische, 

so folgt" , ' * 

. Log. nat T = Log. nat. Q i/(p, , 
Log. nat, T = Log. nat. Q+'^itfriy' 
und für brigg'sche Logarithmen, ^e hier und in der Folge mit 
Lg. bezeichnet werden solkn, ; 

IV. Lg. T= Lg. q± 0,4343 /(f, 

Lg. T= Lg. ^ i: 0,4343 X 2 3t/w, 
V. Lg. T= Lg. Q + 0,8686 fnn, ' 

Beispiel. Wie oft muß man ein Seil am einen CyMMei* wickeln, damit ein an 
dem einen Ende des^lben aufgehangenes Gewicht von 1000 Kilogrammen nicht her- 
absinkt, wenn ferner das ft^ie Seilende 1 Klldgraanme wiegt «nd der Heibungscocffi- 
dcnt/''=iiit?*) .: 
: kMI V^ folgt für diesenFall . ;. » ' . 

Lg.'r= Lg. - 0,8686/nn; 

_ Lg. g — Lg. r 

*•■" 0,Q6S6fn * 
- Lg.iOOO*- Lg. 1 ' . 

""~ 0,8686.^3,1416 * ' 

n= ^ - V , d. i. circa 3,3mä1. 

0,^1 ; ' . ' 

Zusatz 1. Für technisifche Z^srecke, bei Anordnimgen von Rie- 
men und Seilschefben, Brenrnsbändern e«e., findet am* ■meisten der 
Ausdruck unter (4) Anweisung. Aus diesem ergicbt sich auch fiir 
die Reibung (allein) am Umfange des Cylinders oder der Scheibe: 
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•) Das Gewicht eines Hanfseiles für jeden Meter seiner Länge läßt sich durch die 

Formel berechnen 

0,00826 «Ä.Kilogr., 
wobei c den Umfang des Seiles, in Gentimetern ausgedrückt, bezeichnet. 
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Zusatz 2. Wir lassea hier eine . kleine Tabelle folgen, 

welcbe-^ie Werthe Ton 6^%-^ verspbiedeneBenihrutigsbogeii und 
für die ReilMuigscoefiicientea/s^Ö,^ .(Hanfseil auf rauhen l|<^]zenie^ 
Trommeln), /*^= 0,47 (fette Riemen auf hölzernen Trommeln), /==0,28. 
(gewöhnliche fette Riemen auf gußeisernen Scheiben) und /= 0,12 
(stark gefettete Riemen auf gußeisernen Scheiben) berechnet enthält. 

:». l 7=7=0,5 .j./= 0,47. i /'=0.28l 7=0,12 



i^ 


1,480 • 


M«6 


1,248 


-. 1,099 


in 


2,193 


2,091 


.1,552 


1,207 


tt 


4310 


4,374 


2,409 ' 


1,458 


ik^ 


10,575 


9,149 


3,739 


1,760 


2it 


23,142 


19,135 


5,803 


2,125 



DerHebel. 
§.83. 

Jeder feste Körper, der so gehalten oder unterstützt ist, 
daß, wenn Kräfte auf ihn elAyirken, er sich nur um irgend, eine 
Linie pder. Axe zu drehen veiwag, niemals aber eine fojrtschrei-r 
tende Bewegung annehmen kann, wird ein Hebel genannt. 

Bei der Aufsuchung der Bedingungen, uiiter 'welchen die am 
Hebel auf. Drehung wirkenden Kräfte einander das Gleichgewicht 
zu halten vermögen, unterscheidet man gewöhnlich den mathe- 
matischen und den materiellen (physischen) Hebel; bei ersterem 
denkt man sich den Orper nh gewiehtslos oder als eine »feste, 
unbiegsame Xinie^ bei letzterem < als einen wirklicli^ materiellen 
Körper. Wird das Gewicht eines materiellen Hebels als eine in 
seinem Schwerpunkte niederziehende Kraft angesehen, so kann 
dieser ganz wie ein mathematischer Hebel behandelt werden. 

Außerdem unterscheidet man noch einarmige und doppel- 
umfge fiebbl,' je nachdem der üntek^stttzyftgs >- oder Dreh))unkt 
außerhalb der Angriffspunkte der Kräfte, oder zwisdien densel^ 
ben liegt, wobei jedoch yfohl zu beachten ist, ,4^ß'hier die Be- 
nennung Hebelarm, als Verblndungsmittel 4.er Angriffspunkte der 
Kräfte, nicht mit dem Hebelarme för das statische Moment ver- "^ 
wechselt werden darf, womit bereits §. 17. die Normale aus dem - 
Drehpunkte auf die Kraftrichtung bezeichnet wurde. Das, was 
man endlich gewöhnlich Winkelhel^el nennt, ist nichts Anderes 
als die Vereinigung zweier eihariniger Hebel ^init' ihren Dreh- 
punkten zu einem unabänderlichen Ganzen. 

Anmerkung. Beim Hebel und den übrigen noch folgenden 
einfachen Maschinen "utitei^ch^idet man gewöhnlich einedinzige Kraft, 
welche alle übrigen auf die Maschine einwirkenden Kräfte im Gleich- 
wicht halten (überwinden) soll, nennt erstere, Kraft im engeren 
Sinne und den Inbegriff der letzteren (den Widerstand) die Last 
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§.84- 

Die /BediäguBgen, unter wekfien zwei oder ineln*ere aa 
einem Hebel wirkende KrSfle einander das Gleieb^wicht halten, 
9ind unmittelbar aus' $. 18. und $. 30. zU enlnebmen. Füi^ den 
speziellen (am meisten vorkommenden Fall), daß die Richtungen 
sämmüicher Kräfte mit dem Drehpunkte in derselben Ebene 
liegen, lassen sich alle zu stellenden Fragen, mKteb der Glei- 
chungen' 9, 5 und 6, $. 18, beimtiirorten. 

Fig. 57. P ' ^^ der Hebel dop- 

,, iK^'— "^^ pelaimig, wie Fig. 57, 

^ O^ -"■' Jf" _' _ \; ^ 'S sein Schwerpunkt, 



*-T-' jV - -^^ 



^Ä >< 



^ 
> 




die Entfernung CS 



'\^/^s ^-i-"^ v...\ = * , & das in iS 

vereinte Gewicht, Pi 
und P^, die über- 
dies auf den Hebel 
wirkendeki Kräfte und 
«ii,^ai deren respectiven Hebelarme, so folgt, mit Rücksicht ääf 
den Sinn der Kräfte und mit Weglassung der Axenreibung, 

Jt ^1 «1 -F ^2 «a T i?* = 0, oder 
[\) P^ay, = P2a^^Gb. 
. Hieraus aber auch, mit der Bezeichnung unserer figur: 

.(2) Pi Jesin(p = Pa CÄsinx|> + <?6. ' ''. 

Für den Zapfendruck = iS ertiäU m«Q 

(3) jR===V(PjCostp + PaCostI>)« + (PiSin(p+/»aSintf) + C')«*), 
und dessen Richtung 

^ ^ ^^ Pi cos (f + Pa cos t|) 

Wirken sämmfliche Kräfte reditwtnkelig gegen die Hiehtung 
ABy so wird aus (2) 

(5) P| . Je = Pa . CA + C*, 
es sind also in diesem Falle die (mechanischen] Hebelarme mit 
den Entfernungen der Angriffspunkte Von der Drehaxe zu ver- 
wechseln. 

Hierbei folgt aus (3): 

. (6) jK = Pi + Pa + C was leicht in Worten aus- 
zudrücken ist. 



*) Mit Beachtung der Axenreibang wäre aUgemein EU setzen ; 

fi»i+;fji<ta«..RA' + /'QÄ = Oi »»<* $• 70, oder 
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Fig. 58. 

C^W^^ Jf . , / "X\ mit B^zug 
^^ j\ ., 1 ' — yl ^^^yaupgea d 







Ist der Hebel emarmig, 
wie Fig. ^, &o fiadet man, 
auf die Bezeiclir 
d(Qr.F]g^r: 



(7) Pi . ÄOsin tti = Pj ^e.sin o, + CS. €?. 
(8) Ä=y(PiC0sai+PaC0saa)'4-(Pisinai+PasintXa — ^). 

Smd auch hier die RrSifle Pi Pj rechtwinkelig .gegira -4C 
gerichtet, so ergiebt sich, wegen «i tg= 90^ aa==s2T0<>: 

(9) Pi . C5= Pa . ^0+ C*. 

(10) Ä = P,— Pa— ?. 

Zusatz 1. Mit Hülfe der Kräftepaare lassen sich die Gleich- 
gewichtsbedingfangen am Hebel folgendermaßen herleiten. 



Fig. 59. 




Es sei AGB Fig. 59. ein 
Iseliebiger zweiarmiger Hebel, 
den zwei respective in A und 
B angreifende Kräfte im ent- 
gegengesetzten Sinne um C zu 
drehen sich bestreben. D sei 
der Schwerpunkt, G das Ge- 
sammtgewicht des Hebels. 

Versetzt man sämmtliche 
Kräfte nach §. 25. in den 
Drehpunkt C, so ergeben sich 
drei Paare FPi, QQ^, GG^, 
deren Momente mit Bezug auf 
die Figur sind :' • ' ' 

P.CE, OiC?, G.CB; 

außerdem erhalt man drei Einzelkräfte Pj, Oit ^2« f^ie zu ein'ei^ etn^ 
zigen, jedoch anf Drehung nicht' wirkenden Mittelkraft yereihigt 
werden können. ■: » . , • . • 

Die Bedingung des Gleichgewichtes in Hinsicht auf Drehung' ist 
aber nach $. 26: , r . ;> 

P.CE^Q.CP-^-G.FHuio. ' ' 

Zusatz 2. Liegen die Riohtttbgen deritm Hebel angreifenden 
Kräfte ganz beliebig im Räume, »o nnisseo die aus der .Yersetziing 
sämmtlicher Kräfte ({. 29) nach dem PfH^punkte ^erbiUtenen Paare 
einander ebenfalls das Gleichsewicht halten, oder- was dasselbe ist 
(nach $. 29 und $; 30), sin^äiche Kräfte müssen sicK auf eine 
einzige durch den Drehpunkt gehende Miftelkittft znraokf Öhren lassen. 
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Die Rolle. 

§.85. 

Unter einer Rolief versteht man eine kreisförmige Scheibe, 
die an ihrem Umfange zur Aufnahme eines Seiles, -welches an 
beiden Enden durch RrSfte gespannt wird, gerinnt ist und die 
sich um einen durch 'ihre Mitte gesteckten Gylinder oder Bolzen 
frei drehen kann. Ist der Bolzen (absolut) befestigt oder kann 
er mit der Rolle zugleich nur eine drehende Bewegung anneh- 
men, so heißt sie fest ; findet dagegen neben der drehenden a^- 
gleich eine fortschreitende Bewegung statt, so wird die Rolle eine 
lose gekannt. 

• §. 86. 

Wir rbesünaman zuerst die Gheichgewichiisbedis^tingen bei 
der festen RoUe. Fig. 60. steBe eine solche dar «nd zwar seir 

der Hglbmesser derselben. 



Fig. 60, 




so wie Q der ihres Zapfens 
(oder der Nabe, wenn der 
Bolzen absolut fest \%% Die 
Dicke des ds^ei apgc^waod- 
ten Seiles sei = 8,. der 
Goefficient für die Zapfen- 
reibung = /', das Gewicht 
der Rolle sei = 6r. Die an 
den beiden Seilenden span- 
nenden Kräfte mögen r, T| 
sein und zwar werde erste- 
re als die Kraft im engeren 
Sinne und letztere als die 
Last gedacht. Endlich werde 
^g^noipinen, daß die Richtungen von T und 2j mit der Ver- 
tikale respectiye die Winkel a und ß bilden. 

Bezeichnet jR die Größe der Mi^eioraft ans den vorbände- 
Uj^p {^l^^en, die wjr als sämmtlich in derselben Ebene liegend 
yprj|Uf}s$tzfia . W9ilep, io folgt unmittelbar aus §.1,8^;; die Mömen- 
tengleichung, unter Berücksichtigung der Seilbiegung und Zapjfen.- 

reihuiigf :' '.'^i •^' •..-.' ' ■ : ' ' 

(1) 3V=2"r-h_Ar82r'+/'QÄ. ... i - 

Zur näheren Bestimmung von R nadi^S) §• 18» bemerke 
man, daft zufüge -unAer^i! R^zeichnuiigeQ i^t: , .^ : ^^^\ 
^:...-. ' '2 (/»cos'a)» 2^008 a *|- T* cos>(360— ^)"^- G,-- 
S (/»^in €t) «= Shfiin a -f- J^ «"i (360— p), ^^^ 



1 1 






1 1 ■ I 



'■'» 



I !<■ <■ I > 



(Ä) R — V (Tees a,rf T «os.^ .+ G) *.-\- ( Istao — .7" sin ß) », 
oder genau geniig} nachiV. $. '12:" 



«\ n j 



!«'. 



Hl 

(3) R = 0,96 (Tcos a + T' cos ß + C) + 0,4 (rsin a — 2" sin ß) *. 

Ueber'Ki^s folgt lUr die Richtung von jR; *weDn (p mit a und 
ß Ht speicheln Sinne genommen wird, nach (6) $. 18: 

}^^ **'"r.cosa + ri.cosß + «?- 

EikDich; ,erbiUt mw« durch Substitution von (2) io' (1) und 
nafshheriger RodidUioo : 

T'|r+*8»-|-/*Q(0,96cosß — 0,4 stoß) |+Ö,96fQ.fif 



I. T 



■ I ■ '> >■ I * I > « »« 



r — /' Q (0,96 cos a + 0,4 sin a) 
. Ap5 .di^scü. allgetiietneiL Ausdrücken sind .besondere Fülle ^ 
loicbt abzuleiten, auäi mannigfache andere für die Praxis wichtige 
Schlüsse 2U bUden. 

Fiiit acÄß=Sull, d. h. wenn beide Seflenden vertikal ge- 
richtet sind, ergiebt sich (ohne Annäherung) aus (2) Ä=T + 
T*"^€r,^ 80 wie aus (1) nacli gehöriger Reduktion 

Von letzterem Ausdrucke werden wir" in ^d^r Folge beson- 
deren Gebranch mächen, weshalb zur besseren. Uebersicht der 
Goefficient von T' mit a« der von G mit b bezeichnet werden 
mag. Södilnn folgt abörV -^ . 

m. T=^aT* + b,G. 
Mit Nichtbeachtung aller passiven Widejc^tände, d. h.'tiJit"k 
und /=NuU, ist T== T^. ' * ' 

Beispiel 1. Han 4^11 7 {ttr nachfolgende Zahlen wer the berechnen. 

Roübalbtoe^er = 0*,09, 8 =s= 0-,04, also r = ()-,09 -f 4 Ö' = 0-;ll, (J =0-,018, 
r = 0,19, o = 20O, ß = 0, Ti« eeo Klogr., « =«t 10 Kfl. Hiemieh Its=880j& KiU. 
femer 9 = 110 3K 

Bcis^ierl J2i. - Das rorige Beispiel wenn a=slfiitt Ist; mit Angabe der verschie- 
denen passiven Widerstände, in Bezog auf, Ti, in Procenten. 

]^rb4 ergieß. •si^:;... • .. .. .:; . . 

r= 876,14 Kil. (mit Beachtung aller Widerstände)'), 
7=697,3 n ohne Seilbiegong, itait 'Zapfenreibung, 
7 = 838,84 n » Zapftareihvng, .mit fiMHricgimg^ : ii 
7t=660 ff ^ s^e. passiven Widerstände. 

Es besagt folglich,. nach Procenteii der Last (3=äBQjKitO ./ 

die Seiftieginfg 27§, die Zapfefti^mig 5^t§, beide zusammen 32,7§. 

Beispiel 3. Für eift«a MdflMiDVkn'set >^(^,13|r.(=t»9,l34i>iA), )^^Qn^W^f 
r=0,09, Q = 0-,01, 7i = 200Kil., = &ji(iL, a==ß — 0. Hierna^^h folgt 

1223,94 Kil. mit allen passiv. Widerst.,' d. i/ Vl\ (von TO 
S02,73. 4' oMcii'Beilhttvanc-,.« « -. ..'n {.i M|.:i »i'i!- i 
221,06 ff ohne Reibung nut Seilbi^gimg; n l.Q|6} j}. ., :, ,. , 

^ 

T) i>er.Eftiltta:aes1tiaMs t( ei^eblsich hieni«elr2it^c860,(K-.8r6,14)=4,66Kil., 
d. i. zu etwa \ Procent von 7i." ' ' 
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Fig. 6h 



I '^ 





§. 87. - . 

Für die lose R<ltte Fig. 61. 
sei am Zapfen p Ameßdken 
eine gabelförmige Hüfse CD 
fL^ angebracht und 4in dieser ir- 
gend ein Gewicht Q aufge- 
hangen. Das eüie Seilende 
sei femer bei F befestigt, die 
Spannungen beider - Seilenden 
mögen wieder durch T* unä 
Ty stowie die Winkel, welche 
diese KrSfte mit der Vertikale 
bilden, mit a und ß bezeich- 
net, alle andere Bezeichnung 
aber wie im vorigen §. beibe- 
halten werden. 

Als Gleichgewichtsbeidingun- 
gen erhält man sodann nach- 
stehende drei Gleidiungen: 

l jr ^n ß — I" sin a =^ 0, 
I. { Tcos ß.-f IV cos a — (^ + ß) = 0/ 

In den meisten Fällen der Anwendung sind die Sailrichtun- 
gen als genau (oder beinah) vertikal anzuneht^en. Sodann wird 
aus.|: . > 

,]Blunin^rt man aus diesen Gleichungen Q und. reducirt auf 
Tr SO lalgt; wie vorher bei der festen RpHo': . > 



(2) 



T3F= — ^--^ T>' ' ' / ' ^ — y woraus; wieder 

7^ d. h. hier die Spannung berechnet werden kainn, weldie der 
Befestigüngspunkt; T des Seiles etrährt. , 

Entfernt man aus (1) T^ so folgt 

ähnlich dem vorigen $., gesetzt werdmi mag: 
in, T=cQ^dG. 
Läßt man in I. Reibung und Sei&iegun^^ imoeachtet und 
nimmt a^=Q an, so folgt" 

0+G 
s T. ■ ' ■ ■ .1, oder nüi Bezogtanf die: Figur : 

2 cos a ' ® ^ 



(3) ^»IV 
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A 
AB' 

auszudrDcken ist. 

FUr a = erhiUt man endlich aus (2) 

0-i- G 

T= 7"= -3—1 , d. h. jedes Seilende wird mit 

der Hälfte der vorhandenen Last gespannt 

Beispiel. E> iil r in bereeNnen, «ain r=0-,131C=ir,12 + -|-l, 8 = 0-,O28, 



,r^ 



Fig. 62. Vefhindet man m^hre lose 

Rollen so mit einander, wie 
~Fig. 62. zeigt, daß nämUeh 
" Ton den Oher die Rollen ge- 
legten Seilen inuner das eine 
Ende fest, das andere aber 
an der Pfanne der nUchst 
höheren RoUe angeknüpft ist, 
so wird die Verbindung ein 
Rollenzug genannt. Die letzte 
(feste) Rolle heißt die Hand- 
rolle. 

Die Gleichung fUr das 
Gleichgewicht zwischen einer 
am losen Seilende angreifen— 
den Krall P und einem aa 
der Hülse der untersten RoUe 
aufgehangenen Gewichte Q 
läßt sich, wie nachst^end, 
herleiten. Man nehme die 
Radien allen Rollen gleich groß und bezeichne die Spannungen 
der an den Pfannen befestigten Seilenden auf einander folgend 

mit /j, ti, /j /■, so erhält man nach ID. des vorigen $. 

',=cQ-\-dG; 

•^=eli-\-dG = c^Q-\-dGic-\-l); 
',=<:/, -|-rf(7 = c*^ + dC(c" + c+I) u. s. f. 
endlich 



(i)f.=r"ff+dc(^— i). 
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Nach III. S. 87. ist aber 

demnach, wenn hierin der Werth aus (1) gesetzt wird, 
I. P==a\ii'q-\-dG(j^'\j^-\-iG. 

Sieht man von Reibung, Seilbfegung und dem Gewichte G 
ab, so wird 

a=:l, Ä = 0, c = d=^\y folglich 



U. P 



=4t. 



Zusatz. Für den in der Praxis am häuflgslen Torkommenden 
(eigentlich allein anwendbaren) Fall, wenn nämlich der Rollenzug 
aus einer einzigen losen Rolle in Verbindung mit der Handrolle 
besteh ly erhält man aus I, da n = 1 wird, 

m. P=a{cQ-^dG)-^bG. 

Beispiel. Für einen RoUenzug der letzteren Art, wobei die Dimensionen beider 
Rollen dieselben und zwar die des Beispieles im Torigen $. sind, folgt 

a = l,12, 6 = 0,0067, c = 0,5282, d=0,524, somit, wegen 0«=2OO, C=6 

P= 121,28 Kil. 

Ohne Beachtung der Reibung nnd Seilbiegnng folgt ^s IL F=-^=100Kil. 



$. 89. 

Schließt man mehre Rollen in ein Gehäuse ein, so entsteht 
eine sogenannte Flasche oder ein Kloben, Fig. 63, und ver- 

Fig. 63. 




bindet man zwei solche Flaschen mittels eines Seiles, das von 
einer Rolle der einen Flasche auf eine Rolle der andern über- 
geht, so wird die Verbindung ein Flaschenzug genannt. 



Zirei andere Anordaungen von FlasebenzUgea zeigen die 
Fluren 64 nnd 65, wovon die erster«, aus leicht aachzuweisen- 
dea Gründen, jedenfalls die vortheiihafteste ist. 



Um lüer die Gleichgewichts gleichong eo erhalten, mögen 
wieder die auf einander folgenden Seflspannungen, vom festen 
Seileode an gerechnet, ti, /■, h ■■■ f«, 'n+i >eln, übrigens aber 
ganz die Bezeichnungen der vorigen $$. beibtitahen werden. 



IJ6 

Mach $. 8.7. oder 88. erhSIt man sodann 



(1) 






oder, wenn man den Factor von /] mit A bezeichnet. 

Eben so wird sein müssen 
ti=zt2A = hA^; 
t^ = t^A = tiA^ u. s. w., endlich 

Femer ist auch 

. (2) P=/n+l=/i^». 

Die Summe der einzelnen Spannungen tx, /), /a .../d ist 
aber gleich ^ -j- 6r, daher 

(3) /,(l+^+^»+^»+....^°-*)=^ + «?, oder 
Setzt man den letzteren Werth in (2), so erhält man 

i 

Für den Fall, daß die einzelnen Rollen verschiedene Größe 
haben, kann man mit dem arithmetischen Mittel aus ihren Ka- 
rdien rechnen. 

Will man die Anzahl = n der verbundenen Seile berech- 
nen, so erhält man aus I. nach gehöriger Reduction 

LgP~Lg j p^[qJ^G){A - 1) I 
II. n= ' — ^ , 

Lg ^ 

welcher Ausdruck jedoch nur so lange möglich sein kann, als 

P>(|?+G0(-4--l) ist. 

Sieht man von allen Neben widerständen ab, so wird A=\^ 

und aus (3) 
demnach aus (2) 

m P= « + £. 

n 

. Letztere Gleichung hätt^e sich auch mit Hülfe des^ Cartesia- 
nischen Satzes $. 36. herleiten lassen. 



in 



Beispiel 1. . Jf|in soll b0i ^em fflasohesEiige P iKfecfenen, >ircnn^F=>&00 Kfl., 
=« 60 K»., r ^ a-,069 (= ,06 + 5), ß ^ (), ,oi8, q = 0^,01, /» = 0,19, n = 8 

gegeben ist. . 

Auflosung. Zuerst ergiebt sich A = 1,1435, ferner 
4» =^ 3,343, i4» = 2,923r, sodann nach T ; 
f ^=i 127,i5 KH., wäbre^id ohne passlfe Widerstände 

P=70Kir.ist. 

Beispiel- 2; Es ist die Anzahl der- RolUn eines Flascltenzuges ctt berkehnen, 
wenn nachfolgende Größen gegeben sind : 

= 450 Kil., P-=100 Kii., (7 = 50 Kil., r = 0-,085, ö=0",02, 
A» = 0,2, 9 = 0,012. Aus II. folgt hiernach 

n = 9,5, wofür man 10 parallele Seile, also 5 Rollen für 
die lose Flasche annehmen kann. 



JL 



Fig. 66. ^ ^ 




Das ^eHrad. 

§..90. 

Eine kreisförmige Scheibe 
AB Fig. 6«, 67 und 6ß, «ü» 
so oiit einem Cylipckr CD, 
fest verhimdiBi^. ist, daß die, 
Axe des }etzterei^ durch :den, 
3v^ Mittelpunkt der Seheibe geht< 
und auf ihrer Ebene seokrec^l) 
steht, heißt ein Rad an der 
.Welle oder V^Urad. Die 
Scheibe wird nämlich hierbei 
das Rad, ^er Cylinder die 
Welle genannt. An den beiden Enden der Welle, und zwar in 
der Richtung der Axe derselben, sind Zapfen E, F angebracht, 
die in festen Lagern oder PTatmien liegen und die ganze Vor- 
richtung trägen. 

Die Axe der Welle liegt entweder horizontal, oder steht 
vertikal, oder ist gegen den Horizont geneigt. Gewöhnlich wirkt 
am Umfange des Rades (öder an einer Vorrichtung, die sich auf, 
das Rad zurücknihren laßt) tangential eine Kraft, die einer eben- 
falls tangential am Umfange der Welle angebrachten Last das 
Gleichgewicht zu halten hat. 

Zusatz. Die ausführliche Beschreibung und ' Beurtheilungeh 
der yerschiedenea Modificationen, unter welcher das Wellrad in der 
Praxis angewandt wird, gehört in die Maschinenlehre. Wir bemer- 
ken in dieser Beziehung nur Folgendes. ... - . . ■ 

Bei horizontaler Welle heißt da^ Wellrad im Allgemeinen ein 
üaiifpel und ftwär* Radhaspel, Kreuzhaspel ocler Hörnhaspel, ' je nach-^ 
dem die Kraft an einem wirklichen Rade, an bloßen Spei^hoa oder 
einem Home (einer Kurbel) -wirkt.^ Bei vertikaler Welle wird es 
gewöhnlich stehenc^e Winde upd hierbei wieder, Je nach der Gon- 
struction, der Wirkiing von kraft und Last etc., Göpel, Lauf-^oder 
Tretrad, Wasserrad, Windrad elc genaubtv •- 



'i 



( 
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Bei geneigter Welle erhsll es in der Regel den Namen Tret- 
icheibe. jSine besondere Art TOn Haspel bildet die sogenannte Ge- 
genwinde (chinesische Winde). Die ojlindtische Welle besteht hier 
aus zwei Theilen von yerschiedenen Durchmessern. Die Last ist an 
dem Kloben einer losen Rolle aufgehangen, über welche letztere ein 
Seil geschlagen ist, woyon das eine Ende auf dem Welltheile Tom 
größern, das andere Ende auf dem Welltheile Tom kleinern Durch- 
messer befestigt ist. Bei der Umdrehung der Welle windet sich das 
eine Seilende auf, das andere ab. 

§,91. 

Fttp die meisten Fälle der technischen Anwendung erhält 
man hinreichende Annäherungswerthe , wenn man die ganze 
Gleichgewichtsfrage bei dem Wellrade so behandelt, als wirkten: 
sämmtliche Kräfte in derselben Ebene. 

Unter dieser Voraussetzung sei P die tangential am Rade 
und zwar in der Entfernung des Halbmessers K desselben an- 
greifende Kraft, Q die am Wellmantel wirkende und daselbst an 
einem Seile von der Dicke = 8 aufgehangene Last, r der um 
die halbe Seildicke vermehrte Halbmesser der WeHe, N und N\ 
die Pressungen auf respectiven Zapfen und q, q' die Halbmesser 
der letzteren. Sodann folgt nach %, 18: 

PK===^r+$^8» + /=^ (iVqt + iV'QV-oder für 
gldch starke Zapfen (wobei N und Ni leichter zu bestimmen 
sind] : 



(1) PR 
Fig. 67. 




Zur Bestunmung von ß^ und 
JV werde ferner angenommen, 
daß die Richtungen von P und 
Q mit der Vertikale (wie in 
Fig. 67) die Winkel a und ß 
bilden, so daß man erhält: 



(2) iV+iV;'= y [Pcos a + ^cos ß -f. C) 2 -f {Psm a — <? sin ß) »; 

so wie, wenn ff den . Riphtuugswinkel dieses Druckes mit der 
Vertikale bezeichnet, 

_ Psing — ^shiß 

^^^ ^^— Pcosa + Qcosß + G' 
Hinreichend genau daher aus (1) 
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(4) PR=Qr + Qkd^+r^\ 0.^6 (iPcos a+ ^ cos ?+ C) -|- 

H-0,4(Psma— ^sinß)}. 

Eßeraus ist P sofort zu feduciren, auch sind gpecieile Fälle 

leicht abzuleiten ). 

Zasaiz 1. Für eine stehende Welle ist In die Gleichung (1) 
noch das Reihungsmoment an der untern Zapfenfläche einzuführen ; 
N und N* bezeichnen sodann die Seitenpressungen am antern und 
obem Zapfen. Stellt daher wie bisher G das Gesammtgewicht der 
stehenden Welle dar, so folgt, mit Bezug auf $. 72: 

Zusatz 2. In der Wirklichkeit liegen die Kräfte P, und Cr 
ia der Regel in Parallelebenen, die sämratlich zur Wellaxe normal 
sind. 

Mii Hülfe der Rräftepaare läßt sich auch hier die Gleichge- 
wichlsbedingung leicht herleiten. 



Fiff. 68. 




Versetzt man nach J. 29. sämmtlichc Kräfte in die Axe EF des 
Wellrades, Fig. 68, so erhält man die Paare PP", QQ' und die an 
der Aze wirkenden Einzelkräfte P% (= P), Q% (= Q), die sich mit G 
▼ereinigen und nur auf Zapfendruck wirken. Die Momente der 
Paare sind P.R und Qr. Das Paar QQ^ läßt sich aber nach J. 27. 
ohne Aendernng seiner Wirkung in die Ebene AB des Rades Ter- 
setzen, so daß die Bedingung gegen Drehung ($. 26-) durch die 
Gleichung ausgedrückt wird 

PR s*e: 0r, wie yorher ebenfalls gefunden wurde, sobald 
nian die Zapfenreibung und Seilbiegung unbeachtet ließ. 

Die Pressungen iv und N^ auf die respectiven Zapfen sind auch 
hier durch geeignete Zerlegung der Kräfte P«, 0% und G leicht zu 
bestimmen. 

Zusatz 3* Liegen die Richtungen sämmtlicher am Wellradc 
wirkenden Kräfte in ganz beliebigen Ebenen, so zerlege man jede 
Kraft in zwei Seitenkräfte« die zur Wellaxe respeCtiTe rechtwinkelig 



«) Acs4ert F Mine «iditiing fortwäbroid, wie 4ks lilaftg der Fall ist, so ist Tür 
a ein Mittelwerth einzoflibrea. 
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uttd parallel sind. Die Parall^lkrafte lassen sich aber in die Axe selbst 
versetzen und für die erhaltenen Einzelkräfte wie für die Paare die 
Resultirende finden. Letztere beiden werden aber yermöge der 
Anordnung des Wellrades vernichtet (oder können nur auf J^pfen- 
reibung wirken), weil die Welle weder in der Axenrichtung ver- 
schoben, noch irgend wie im Räume, außer um die eigene Axe, 
verdreht wercieh kann.' Es bleiben nCiitHin nur die in rechtwinkeligen 
Ebenen zur Axe lieg^den Kräfte übrig, für welche die ganze Be- 
trachtung die vorhergehende wird. 

Die schiefe Ebene. 

§. 92. 

Jede fasle, nicht zusammendrüekbare, unter einem, belie-»- 
bigen Winkel gegen den Horizont geneigte Fläche heißt eine 
schiefe 'Ebene. Wir betrachten hi6r die schiefe Ebene för den 
besonderen Fall, daß sich gegen dieselbe ein Körper vom Ge- 
wichte Q stützt, welcher durch eine Kraft P im Gleichgewicht 
gehalten werden soll. 

Ist die Fläche gekrümmt, so kann man sich durch den 
Berührungspunkt zwischen dem Körper und der Fläche eine 
Berührungsebene zu letzterer gelegt denken und annehmen, daß 
der Körper auf dieser Ebene ruht. 

Stellt AC in Fig. 69. die 

Durchschnittslinie einer schiefen 

(pcßl^ Ebene mit der Yertikalebene 

S^'^ vor, und ist AB horizontal, so 

wird der Winkel CAB=a der 

Neigungswinkel , der Schenkel 

AC dieses Winkels die .Länge, 

die Vertikale B€ die Höhe und 

^ AB die Basis oder Grundlinie 

der schiefen 'Ebene genannt. 



§.93. ' 

Um möglichst einfach eine Gleichung für das Gleichgewicht 
zwischen P und ^ aufzustellen, werde angenommen, daß die 
Kraft /* im Schwerpunkte S des Körpers angreift und ihrei 
Richtung mit der von Q iii derselben Ebene liegt, jedoch mit 
der Länge AC de^ Winkel ß bildet*). 

Zerlegt man sodann i^ und Q in Seitenkräfte, 'die parallel 
und reol^inkelig zUrr Länge AB gerichtet sind, so; erh'<Ut man 



Fig. 69. Tsi^ 




Für. eine allgflineiiiere Aaffaxning 4«r biervorliegeDlIeB J'rage, teadiC« man 

das in $. 31. Gesagte. 
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für die parallelen KrUfte Q sin a*) und P cos ß, so wie für 
die Normalkräfte Q cos a und jP sin ß. Letztere erzeugen einen 
Normaldruck N: ■• . ■ 

(1) i\r=^cosa — Psinß; 
demnach auch die Reibung, wenn f den Reibqngscoeflficienten 
bezeichnet, 

{2) fJV=f.{Qfiosa'—Psinß), 

Nimmt man nun^ an, daß die Kraft P dm Körper blos auf 
der schiefen Ebene zu : erhalten hat, daß also die Reibung der 
Kraft P zu Gute kommt, so muß sein 

P cojs ß == ^ sin a — f^; 

jPcos ß = ^sitta — /"(Qcoaa-^Psiaß); . 

^ sin a — f cos et 

. ^ COS p — /smp . X 

Wird hier cos ß — /'sin ß n^e^ativ, . ;wUhrend sin a — /^cos a 
positiv bleibt, also überibaupt P negativ, so ist letztere' diejenige 
Kraft, welche in der Richtung von P nach Ä (also abwärts) 
wirkend angebracht werden kann, ohne daß Aev körpor von der 
schiefen Ebene herabgleitet. ' / * ' 

In dein Falle; daß jp== wird; erhält man" ; ' ; 
sina — ^cos a = 0, X)der ' ' r* ' « \ 

fdra==/, d. h. 

der Körper wird allein durch die Reibung. auf der schiefen 
Ebene erhalten, wenn die Tangente ihres Neigungswinkels gleich 
(oder kleiner) als der entsprechende Reibungscoeffidlant ist. Man 
nennt den betreffenden Winkel insbesondere den Reibungswinkel 
und erk^dnt leicht, wie man selbigen benutzen kann, um (an- 
näherungsweise) den Coefßcienten der entsprechenden gleitenden 
Reibung zu bestimmen. 

Hat dagegen P die Reibung zugleich mit zu tiberwinden, 
d. h. soll die Kraft gefunden werden, w,elche nölhig . ist, um bei 
d^m geringsten Zusätze dai§ Aufrücke^ des Körpers längs der 
schiefen pbene zu bewirken, so erhält man 

Pcosß=^sina + /'(^cosa — Psjnß); -, 

n p—n sing-f/cogg 

• ^ cosß + Z^sinß* 

Auch hier kann P negativ werden, sobald ß zwischen 90® 
und 270® liegt etc. . • . • - , r . 

Die Gleibhungen L und ü. lassen, siob auch vei^eint' darstel- 
len durch : . : , ... .; : * 



.*) ff sin a neaut man das relative Gawicht <(«a Körpers, in .Be»ig aur das ab- 
solute Gewicht Q desselben. 
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^cosßi/^smß '^ 

Ist P parallel zur Länge der schiefea Ebene gerichtet, so 
Viird ß = und man erbält aus I. und IL respective 
IV. P= Q (sin a — /'cos a), 
V. P= Q (sin a 4- /^cos a), 
Gleichungen, bei welchen sich ähnliche Schlüsse in Bezug auf 
a, wie 1. und IL hinsichtlich ß bilden lassen. 

Vorzügliche Anwendung findet in der Folge (bei der Schraube) 
der besondere Fall, wenn P horizontal gericlitet ist, parallel zur 
Basis der schiefen Ebene wirkt, also — a statt ß in I. und IL 
gesetzt werden muß. Sodann folgt aus I : 

VI. P^q'^^^SZI^=q^^^, ,„, n: 
^ cosa-j-/ s^Jitt ^ l+/.^^a 

^ COS a — fsin a ^ i — f, tga 

In beiden letzteren Fällen ist der Normaldruck nach (1) 
(3) JV = ^ cos a + Psin ä. 

P in VL wird Null, wenn iga^=f; negativ sobfild /^a<i/^ 
ist P in VIL wird CX3 für cotga = f ete. etc. 

Bezeichnet P* die Kraft, welche den Körper für den Fall, 
daß /^a <^ / ist, von der schiefea Ebene herabziehen soll, so 
kann man statt VL auch schreiben: . 

VIH. P' = ö /i=^. 

Läßt man die Reibung unbeachtet, so ergiebt sich aus IV. 
und V. 

IX. P=^sina=^.^, oder P.q = BC:AC, 

Es verhält sich also die mit der schiefen Ebene 
parallele Kraft zum Gewichte des Körper«, 
wie die Höhe der schiefen Ebene zu ihrer 
Länge. 

Eben so erhält man aus VT. und VII: 

X. /'==^/^a=0^ oder P;^ = i5rC: Äff. d. h. 

AB 

Die horizontale Kraft verhält sich zum Ge- 
wichte des Körpers wie die Höhe der schie- 
fen Ebene zu ihrer Basis. 



Hierbei wird P in Bezog avf ß «n Kleinsten, wenn man tg^^±f Bimmt, 
die Zeichen + respeetirc den obigen Bezeichnoogen genommen. 
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Zusatz i. Mit Hülfe des Principes der Tirtuellen Geschwin- 
diekeiten läßt sich die vorstehende Hauptgleichung auf folgende 
Weise herleiten. 

Denkt man sich den Körper 
Ton S Flg. 70. nach S* auf der 
schiefen Ebene um den Weg SS* 
fortbewegt und yon 5' aus auf die 
C ursprünglichen Kraftrichtungen, 
Normalen S^a und S*b, gefällt, so 



Fiff. 70. 




a 



müssen Sa und Sb die Tirtuellen 
Geschwindigkeiten beziehlich Ton 
P und sein. Da ferner die 
Tirtuelle Geschwindigkeit des die 
Reibung erzeugenden Normaldrucks 
N, SS* sein muß^ so erhält man 
für den Zustand des Gleichgewichts 
nach S. 34: 
(1) P.Sa--Q.Sb±fN.SS* = o. 
Der Figur nach ist aber 

Sa = S*S . cos ß, Sb stsS^Ssin a, sowie nach 1) vorigen f» 
N^r^Ocoaa — i'sinß, folglich, wenn man diese Werthe in (1) setz^ 
P. SS* . cos/— V .SS\ sin a + f{0 cos a — P sin ß) .SS* = ; 
PcoB ß —- sin a + f{0 cos a— Fsin ß) = o; 

cosß+Z'sinß 

Zusatz 2. Greift die Kraft P nicht im Schwerpunkte, sondern 
an irgend einem anderen Punkte des Körpers an, so ist eine Drehung 
des letzteren möglich und die Herleitung der Gleichgewichtsbedin- 
guDgen muß mit Hülfis der allgemeinen Gleichungen S* 18 oder 30 
geschehen, je nachdem die Richtungen von P und Q in derselben 
Ebene oder in verschiedenen Ebenen liegt. 

Zusatz 3* Stützt sich ein gewichtiger Körper gleichzeitig gegen 
zwei Ebenen, berührt er jede derselben in einem Punkte und ist er 
aliein der Scbwerkraflswirkung unterworfen, so wird fürs Gleich- 
gewicht erfordert, daß die Richtungen der in den Ebenen hervorge-* 
rafeaen (normalen) Gegendrücke mit der im Schwerpunkte des Kjör- 
pers vertikal abwärts wirkenden Kraft in einerlei Ebenen liegen und 
alle drei Kraflrichtungen in einem Punkte zusammenlaufen. Später 
(beim Keile) wird sich Gelegenheit darbieten auf diesen Fall zurück- 
zukommen. 

Beispiel. A«f eiaer scMefeii Kbene, deren ITeigfongswiakel a = A(P ist, Hegt 
ein Körper yom Gewichte Q = 200 Kil , man soll die im Schwerpunkte des Kikpers 
anzulegende Kraft P finden, welche denselben einmal mit Benutzung der Reibung, ein 
anderes Mal mit Ueberwältignng der Reibung im CUeicbgewichte «i halten vermag. 
Um gleichzeitig den Einfluß der Richtung von P beurtheilen zu können, mögen die 
drei Fälle gedacht werden, daß F mit der Länge der schiefen Ebene die Winkel 
(= p) 10», 70O und 1200 bildet. 

Auflösung. Nach Gleichung HI. findet man, wenn ß=\Qfi: 
P= 156,16 KiL (für -f), F= 103,02 KU. (rdr— ); 
wenn ß = 70<> : 

F= 300,4 Kil. (fllr+), F = 636Kü. (für-), 
wenn ^^=i2lOPi 

P= - 487,2 Cfür +), P= - 145,6 Kil. (für -). 
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Die Schrattbe. 
§• 94. 
^*9- 7i. Denkt man sich den 

Mantel eines geraden Cy- 
« lindere AB. Fig. 71. ab- 
gewickelt, so bildet dieser 
bekauQtlich ein Rechteck 
ag', dessen Grundlinie dem 
Umfange der GrundQäche 
des Cj'linders gleich ist und 
mit ihm gleiche Höhe hat. 
Werden dabei die Hohen 
AG, ag und a'g' in gleich 
viel Theile FG = gf = 
^fg< = FE==ef=e'r 
u. 5. f. getheilt und zieht mau ferner die Transversalen gf, /V 
u. s. f., so werden, wenn man das Rechteck enisprediend wieder 
als Mantel um den Cylinder legt, die Punkte g und g' mH G, 
f und f mit F u. s. f. zusammenfallen. Die Transversalen bil- 
den aber dann auf der Oberflüche des Cylinders eine stetige 
Linie von doppelter Krümmung, die man Schraubenlinie nennt 
Jeder Theil der Schraubenlinie, welcher einer und ders^ben 
Transversale, augehört uud demnach einmal um den Cyliadfr 
henmgehl, heißt ein Schranbeogang, der Abstand GF^bFS 
zwischen zwei benachbarten SchntubengUngen die H£he, nnd der 
Neigungswinkel a der Transversalen gegen den Horizont der 
Neigungs- oder Steigungswinkel der Schraube. 

Anstatt der Schraubenlinie kann man auf der Oberfläcfae 
des Cylinders eine prismatische Hervorragung .so anbringen, daß 
alle Durchschnitte derselben, nadi der Cylinderaxe gefUhrl, gleich 
groß sind; alsdann wird der Cylinder eine Schraubenspindel 
(Kern) und die gedachte Hervorragung das Schraubengewinde' 
genannL 

Ein ausgehöhlter Körper, in dessen Höhlung Verliefungen 
eingeschniUen sind, in welche das Gewinde genau paßt, wird «ine 
Schraubenmutter genannt. Spindel und Mutier bilden aber lu- 
sammengenommen ein Ganzes, die Schraube. 



Je nachdem das Gewinde einea rectangulären oder drei- 
eckigen QuerscIiDitt bildet, heißt die Schraube llachgUngig [vier- 
seitig, viereckig), oder scharrgüngig (dreiseitig, dreieckig) ']. Ferner 
unterscheidet man eingängige und mehrgÜDgige Schraubeu, je 
nachdem eiu Gewinde oder mehre vollliommcn glciclie Gewinde 
um dio Spindel herum laufen. Außerdem nennt man die Schraube 
noch rechts- oder linksgüngig, je nachdem die Gewinde von 
links nach rechts, oder von rechts nach links aursteigen. So 
zeigt Fig. 72. eine schariigüngig linke, Fig. 73. eine flachgängig 
rechte Schraube. 

Bei dem Gebrauche der Schrauhe dreht man entweder die 
Spindel oder die Mutter um und versetzt erstere oder letztere 
in eine fortschreitende Bewegung, so daß Überhaupt vier ver- 
schiedene Fälle der 'Wirkungsweise möglich sind. 



I Kan unlerwhcidEl BDcli »shl noch Schrauben mil rii 
beMtD, snil verslehl diirnnter dnjcckiga Schrauben, \ 
Kaulen «bternndel sind. 



1 
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Die Gleichung für das 
Gleichgewicht zwischen ei- 
ner auf Umdrehung der 
flachgängigen Schrauhe mit 
unbeweglicher Mutter Fig. 
73- wirkenden Kraft and 
einem Gewichte (f, wel- 
ches in der Richtung der 
vertikalen Axe AB thütig 
ist, lüftt sich, wie nachste- 
hend, auffinden. 

Man nehme an, daß der 
Zug oder Drack Q auf 
einer Linie der Schrauben- 
öder Muttergange gleich- 
mäßig verlheilt ist, welche 
die mittlere SchraubenliDie 
genannt werden mag, und 
auf welcher Q wie von 
einer schiefen Ebene her— 
abzugleiten strebt, deren Neigungswmkel dem Steigungswinkel 
der Schraube gleich ist 

Bezeichnet man sodann den Radius des Cylindera, welcher 
die mittlere Schraubenlinie enthüit, mit r *), die Höhe der Gänge 
mit h und eine horizontal und tangential am genannten Cylinder 
wirkende Kraft mit «, so erhält man aus \l. $. ^3: 

„ toa — f » 

p-=Q^, -.... ' oder wegen /ja = 



l t 






Hier bezeichnet p die Kraft, welche mit Benutzung der 
Reibung, anzubringen ist, damit die Schraube in der dem 
Drucke Q entsprechenden Richtung nicht aufgeht, sondern im 
Gleichgewichte verbleibt Ein solches p ist aber so lange er- 
forderlich, als tga oder - — ■>/'ist"l. 
' 2m; ' ' 

•) lil der BBdiB5 der Spindel r„ der ÜuBere Badliu der Gewinde r^ td kum 



") lo radireren Fallen der PraiiB, namenlllch Ubermll da wo kein danemdH 
Feslhallen (oder Preuen) ailleb der Schraobe beabiichügl nird, macht man 
von dieier Eigemtlull der SchiiulM vortlieUhifte AnireBdmE CSckraoben- 
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Für den Fall, daß letztere Werthe einander gleieh vierden, 

also /dra ss= •- — =r= /, mithin p = Null ist, erhält sich die Schraube 

allein durch die Reibung im Gleichgewichte. Auch hier (wie bei 
der schiefen Ebene) wird dieser besondere Neigungswinkel der 
Schraube, der Reibungswinkel genannt. 

Ist endlich /^a<C/'» so wird p negativ, d. h. die Reibung 
verhindert nicht bloß das Aufspringen der Schraube, sondern es 
kann überdies dem Drehsinne entsprechend in welchem Q die 
Schraube zum Zurück- (oder Nieder-) gehen anregt, eine Kraft 
p hinzugebracht werden, ohne daß das Gleichgewicht gestört 
wird^). Für diesen Fall erhält man aus YIII. $. 93: 

Die Tangentialkraft, welche den AViderstand Q und die 
Reibung zugleich Überwältigt, folgt aus VII. $. 93, zu 

Mit Hinweglassung der Reibung erhält man aus I. oder 11: 

Zieht man diesen Werth respective von I. und II. ab, so 
erhält man die entsprechenden Reibungswiderstände allein. Beide 
Gleichungen (I. und II.) zusammengefaßt, können Überhaupt unter 
folgender Form dargestellt werden 

TV r^ ^ -T-ri^ 4r»3r« + Ä« 

'^'^-^2P^+^f 2rn(2rn±fä ' 

Alle vorstehenden fttr dKe Schraube ermittelten Gleichungen 
gelten, mag dieselbe ein- oder mehrgängig sein, indem sich 
letztere offenbar so verhält, wie eine eingängige Schraube von 
derselben Steigung. 

Beispiel. Bei einer eisernen Schraube mit flachem Gewinde sei der äußere 
Durchmesser i2rj^ ^ mal so groB als die Steigung **) , man soll die Größe der 



Durchschnitte, Prägwerfce, Pressen etc.). Man erreicht solche^ in der Regel 
dadurch, daß man k sehr groß nimmt. Um dabei unzweckmäßig große Dimen- 
sionen der Gewinde und unvollkommenes Ineinandergreifen von Spindel und 
Mutter zu vermeiden, macht man die Schraube mehrgängig. 

*) Zufällig einwirkende Stoße oder sonstige Erschütterungen verursachen zu- 
weilen jedoch auch dann, wenn die Bedingung tga < f erfüllt ist, ein Zurück- 
gehen CI'09wer4en) der Schrauben, weshalb man erstere vermeiden, auch 
sonst geeignete Mittel (Gegenmuttern, Keile, Sperrungen etc.) anbringen muß. 

*) Befläufig werde bemerkt, daß Zrz^U-^ bis 4 -^ gute TerhältniMe fiir flache 

H n 

Schrauben mit »fächern Gewinde abgeben. 
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Taig«Bti9lkrtCI p als Theil der Uyt Q angeNn« wtlche mm UeierprMeA d«r letz- 
teren mit Berücksichtigung der Reibung erforderlich ist. 

' Auf i« soii g: Den gegebenen Terhältiusfea zuibige nod venn der Vonsning der 

7 ^ 

Gänge = , A gesetzt wird,' ist der Halbmesser des Kernes = fi = r '^ ~~ I * = T *> 

• 4 4 

foigl. r tat ÜLXl^,^ I ^ HenHiadl ans IT. indem hier die unteren 'SeitiMii lu aek- 
men sind 

P = 0,106 . (? 4- (?/'35^^^, und rdr /•= 0,1 

p = 0,106 (? 4- 0,1023 (? = 0,2083 . (?. 

Hieraus erhellt zugleich, wie bedeutend die Reibung bei der Schraobe, gegen • 
i&>er den Torher betrachteten einfachen Maschinen ist. 

§. 96. 

Ist die UmdrehuDgskraft der Sefaraube nicht unmittelbar im 
Umfange des mittleren Cylinders thäfig, sondern wirkt eine solche, 
deren Größe P ist, in der rechtwinkeligen Entfernung AC = R 
von der Axe ABp Fig. 73, so muß in Bezug auf vorigen $. sein 

PR = pr; 
demnach ist aber 

I P=S. o ^ + ^^f 

Hierbei ist P als im Umfange der Axe AB gleichmäßig 
vertheilt angenommen; ist dieß nicht der Fall, so muß die durch 
einseHige Wirkung entstehende Reibung, an den äußeren cylin- 
arischen Flächen der Mutter und Gänge, besonders in Rechnung 
geiNracht werden. 

Zu diesem Ende sei der vertikale Abstand der Ebene, in 

welcher P wirkt, von den Ebenen ED und GP der Mutter 

durch a und ^, sowie die Höhe DF^=^l gegeben. 

b 
Sodann erhält, man als Druck la der Richtung DEiP-z; 

eben so » » » » FG : P -. 

Für die hierdurch entstehende Reibung folgt aber 

C^ib + a); ■ 

demnach aus I., wenn man die letztere Reibung am Radius r*^r 
wirkend axmimmt, die Momentengleichung 

Hat die Schraube, statt des in der Axenrichtung angehan- 
genen Gewichtes Q, einen Widerstand am untern Ende B Fig. 72. 
fortzudrUcken, so ist die Reibung des stehenden Zapfens nach 
$. 72. in Rechnung zu bringen. Hat die Schraube nur eine 
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drehende Bewegung, die Amtier «Imf eine forUehreit^nde (fig. 72)» 
so ist die Reibung in den Führungen der letztem gehörig zu 
beachten. Ist endlich die Kraft am Umfange der M6tter thätig, 
indem sich dieselbe dreht, die Schraube aber nur geradlinig 
fortrückt, so kann auch dieser Fall bei aufmerksamer Betrach- 
ttmg alles bisher Aufgestellten keine Schwierigkeiten darbiete^. ,. 

Für die scbarfgängi^ Schraube sind 
die vorstehenden Sätze nur dann anweiid- 
bar, wenn die Reibung unbendrtot gidas- 
seil wird. Soll aber letztere in Rech- 
nung kommen, so ist, wie nachstehend, 
zu verCs^ren. 

£s sei ABC- Fig. 74. der Durchschnitt 
eines' dreiseitigen Schraubenganges, FJ 
Äe Richtung des vertikal abwUrts wirken- 
den Druckes = JV, die Richtung .de^ 
Kraft P aber horizoiital. Zerlegt ttian N 
nach horizontalen und auf AB normalen 
Rdehtangen, so können nur die Normalpressungen als Reibung 
erzeug^td übrigbleiben, da sich sämmtliche Horizontalpressungen, 
dls^ einander entgegenwirkend, aufheben müssen. Ist nun der 
Neigungswinkel der scbieCeä Sdiraubenfläche gegen den Ilori- 
zoni in der nach der Axe gebenden Richtung gemessen, d. i. 
^ BAB =» ß, so erhält mai^ wenn übrigens die frühern Bezeich- 
nungen beibehalten werd^, 

FJ=N=FH, cosp, 
' Nach (3) S- 93. ist ,. 

JV == P sin a -j- ^ cos a, demnach 

.. .\ figl^ ^^^ ^ + Q cos g 

eoa ^• 

Ohne Reibung würde' aber sein 
P cos a = (^ sin a ; 
daher mit Berücksichtigung dei*selben ^ 

n ^ f\ ' I -i*sina4- Ocosa., ^ 
P cos a = ^ sm a + / ^—^ *) ; d. g. 

. jPcos ß = qtgn cos ß + fP^9^ +fQy 

I p—Q^9^ ^Q^P + f— Q ^ cos ß ±2rnf 
^eosß-(-/%ra ^ 2r3t cos ß 4. /%' 



') unter sonst gleichen Umständen ist daher die Reibung bei der scharfgängigrn 
Schraube großer wie bei der flachgängigen. 

9 
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FOr ßaso,.eilSltt man Mennt, wie ganz riehtig, 

die Gleichung der flachgängigen Schraube. 

Bei spiel Für ^ößere hölzerne Schrauben (mit «charrem Gewinde) erhält^ man 
Uliite Yerhutniäse, wenn der äoBere Durchmesser (2r2) sleich der vierfachen Stc^ng 
C=4A) und der Yorspmog AD Fig. 74. gleich J JIC=^A genommen wird. Man soll 
ftir eine derartige Schraube die TangenÜiührafl P berechnen, welche einem Axendrucke 
Q nebst der dadurch entstehenden Reibung das Gleichgewicht hält, wenn ^^0,1 ist. 

AuflSanag. Hfafnaeh berechnet sich 0=35036^, ^^^^* und somit zu- 
folge I: 

P= 0,2207.0. 
- Mit niiweglassmig der Reibung wäre 

Pr= QtOiaO 0, ao da» die Bettang mehr als das Doppelte der 
Nutzlast . ausmacht. . 

Der Keil. 
§. 98. 
Jedes normale Prisma mit dreiseitigem Querschmtte, welches 
zum Auseinandertreiben zweier Körper . oder zum Spalten eines 
und desselben Körpers dient, wird ein Keil genannt. 

Fig. 76. 

Ist ABC. Fiep. 75. d«r redit^ 
winkelige Querschnitt eines Kei-* 
les, so nennt man AC nnd OB 
die Seiten, AB den Rücken oder 
Kopf, C die SchSrfe und eine 

aAl—- ^^ / ^^ ^^^ ^ •"^ -^ geOÖlte Normale 

ät"^ \ h^^^L. \ die Höhe desselben. 

In dem Folgenden soll die 
Kraft P immer winkelrecht auf 
den Rücken des KeUes und die 
zu Überwältigenden Widerstände 
als normal auf die Seiten wirkend 
angenommen werden*). 




§. 90. 
Die Redingungsgleichong des GleichgewichU zwischen der Kraft 
P und den Widerständen läßt sich, wie nachstehend, ermitteln. 

, , 

*) Letzteres dem Grundsätze des $. 31. entsprechend. 
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Die Widerstände an den Punkten E und F des Keiles, wo 
sich die Seitenflächen gegen den festen Körper E stutzen» ' megen 
iV und Nif und die drei Winkel de» Dreieck» ABCy a, ß und 
y sein; das eigene Gewicht des Keiles werde v^naehfössigt; 

Die Reibungen, welche dann längs der Sdit^nflfichen auf- 
treten, sind fN und /i Ni, wenn f und /i die beziehlichen 
Reibungscoefhcienten bezeichnen; außerdem werde angenommen, 
daß sammtllche Kräfte P, JV, iVi, Nf und JVi/i in einer Ebene 

wirl^en. . . , . 

Zerlegt man jetzt alle vorhandenen Kräfte nach rwei Rich- 
tungen, wovon die eine parallel, die andere aber normal zur 
RichtuAg AB des Koplsa ist,' und fällt man voii b^end' einem 
Punkte der Ebene ABC aus, z. B. von O, eine Normale CD 
auf die Richtung der Kraft P, so erhält man nach §. 18. fUr 
das vollständige Gleichgewicht die drei Gleichungen 

I. JP — JVcosa^— JVi cosß — /Wsina — iVj/i sinß=o; 
U. JVsinir— iVi sinß-^/'iVcosa-f-/'|iVi cosß = o; 
IIL P. Cn-^N. OE^Ni. CF=o. 

Die beiden ersten dieser Gleichungen enthalten die Bedin- 
gung, daß keine fortschreitende, die letztere Gleichung eben so, 
da0 keine drehende Bewegung des Keiles erfolgt. 

Hieraus lassen sich aber die Werthe von iV, iVi nnd CD 
berechnen, wenn /*, Oi^uiad CF gegeben sind, wie dieß immer 
angenommen werden kann. 

Fttr die meisteti Fälle der Anwendung ist jedoch a = ß, 
auch f=f* zu setzen, wobei sich die Richtungen von P, N 
und Ni in einem einzigen Punkte schneiden müssen, N=Ni 
wird, die Gleichungen II. und III. ganz wegfallen und aus I. folgt 

P — 2JVcosa — 2/'JVsina = ö, d.i. 
P= 2JV(cos a-f-^sina), oder wenn man statt a 
den Winkel =y (an der Schneide) einRihrt 

IV. P=2iV(sin-5y-f /cos|y). 

Hierbei bezeichnet P die Kraft, welche normal gegen den 
Kopf des Keiles wirken muß, um den Gegendrücken iV, so wie 
den durch letztere hervorgerufenen Reibungen das Gleichgewicht 
halten zu können. 

Die Kraft, welche erforderlich ist, um den Keil, mit Benutzung 
der Reibung, bloß an seinem Platze zu erhallen, erhält man aus 
lY., wenn f negativ genommen wird, zu 

V. P= 2 JY{sin \Y^ fcos ^ y). 

Mit dieser Kraft bestrebt sich zugleich der Keil zurückzu- 
springen^ und was so lange statt ßnden wird, als sin ^y^fcos^y, 
d. i. /^ Jy>/' ist. Für tg{y = f wird P«= Null, d. h. das 

9* 
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ZurückspFingen des Keiles wird allein durch die Reibung verhin- 
dert Ist endlich tffiY<if, so wfa'd P neg^ativ, d. b. es kann 
sodfinn in der Axennchtung nach auswärts noch eine Kraft P 
wirken, ohne daß der Keil zurückgeht 

Statt V. lüßt sich sodann setzen 

yi. P = 2 N(f cos I y — sin ^ y). 

Für y= Null, wird aus I. und ü. P= + 2fN, so wie 
p — 

-^=i-^ ™<* ^^^^ a"ch /rssNuU gesetzt wird, aus letzte- 

rem Werthe, iV==(X)*). 

Ohne Rücksicht auf Reibung erhUit man andi aua IV. oder Y : 
VI. P=r2iVrsin^y. 

Zusatz. Mit Hülfe des Principes 
der Yirtuellen Geschwindigkeiten 
lassen sich die Torstehenden Sätze 
ebenfalls herletten und zwar zu- 
nächst die ^lekhong VI., wie 
folgt. 

Man denke sich den Keil in 
j^ der Richtung Ton P um den Weg 
Dd=:W Fig. 76. forlbewegt, ako 
in die Lage* abCs gebracm, so 
kommt der Angriffspunkt D nach 
df und die Reibung hat den ^eg 
Fh =. Ef zurückgelegt. 

Nach J. 34. ist hiernach für 
den Zustand des Gleichgewichts 



/J> 



Fiif. 76. \7 




P.Dd — N.Eg — N.Fk'-'fN.Ef-^fl>f^F7i = o, 

oder auch 

P.fg'^2N,Eg — 2fN.Ef^o. 

Es ist aber, wenn /^ACD = / DGB = \ Y, ^9 r^ß - s»» { YJ 
Ef =fy, cos \y, daher, wenn man diese Werthe substituirt, 

P.fy — 2N.fysiniy^2fN\fgco8{y==o; , 
Hieraus sodann 

F=2iV(siniY+/'cosiY). 



") Denkt man sich in diesem Falle P als das Gewicht eines Körpers der zwischen 
zwei Vertikalebe»«n eingeklemmt ist und jede derselben in einen Punkte be- 
rührt, so würden unendlich große Gegendrücke erforderlich sein, um den 
Körper ohne Zuziehung der "Reibung, zwischen den gedachten Bbenen im 
Gleichgewichte zu erhalten. 
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Aiiiiierkii»ff. In Betreff der böohftt zabireiciten Anwendangen 
der voTstehenden S&lze Yom Keile, auf die Theorie der KeilpreMe, 
Kegel «Hfibne und Kegel -Bremsen, alleriei Schneid- und SCoßwerk*^ 
senge etc., muß auch hier auf die MascbineBiehre verwiesen werdea» 



Sechstes Kapitel. 

Von der Festigkeit der Körper. 



§. 100. 

Uoter Festigkeit (Coh'äsioB) eines Körpers versteht man die 
Kraft, mit welcher die Tlieile dessdb^a susammenhängen und 
cter Ausdehnung» Biegung, Yerschiobung u. d. g. oder der Ti^en^ 
nung widerstehen. 

Wo* folgen hier der bisher (namentlich in Deutschland) Üb- 
lichen Eintheüung und unterscheiden nach der Art und Weise,, 
wie die Festigkeit eines Körpers, in Anbruch genoatmen wird: 

1) die absolute Festigkeit oder, diejenige Kraft^ mit 
welcher ein Körper dem Zerreißen, widersteht, weim: der-*- 
selbe an einem Ende, dör Länge nach, in der Richtung 
semer Axe und Fasern, gezogen, oder gespannt wird, wäh- 
rend das andere Ende befestigt ist, oder wenn an beiden 
Enden ziehende Kräfte wraken; 

2) die respective oder relative Festigkeit, oder 
diejenige Kraft, mit welcher einr Körper einem auf seine 
LängenriohtuBg . senkrecht ausgeiibteil Brücke oder Zuge 

' bis zum Zerbrechen Widersteht;) ' 

3) die rUckw^rkendeFestigkcrit öden die Kraft, mit 
< welefaer sich ein Körper dem Zerdrücken wid«rsetzt iund 

4) die DTohungs- oder Torsions-Festigk'eit, oder 
die Kraft, mit welcher ein Körper dem Zerdrehen wider- 
steht, was z. B. geschieht, < wenn ein Stab an eiaem Ende 
festgehalten und am. andern Ende um seine Axe':gedreht.irird. 

Außerdem könnte man noch dioQndr- undSIpaltu n'gs- 
festigkeit unterscheidon. oder die Kräfte, wekhe »ich respective 
eifluer Trennung nach der parallelen Lage der Fasern, oder der 
Trennung durch einen zwischen die Fasern oder Fibern eindria-** 
genden, keilförmigen Körpw entgegensetzt» so wie endlich di6 
Feaiigkeit gegen Verschiebung, welche sksh . danii 
äußwt, wenn man sich bestrebt, die Theile eines Körpers über 
einander wegzusdiieben, wie z. B. wenn die Gängo ebner Schraube 
von der Spindel abgedrückt werden. 
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.. . Züfi^iz. Bei vorsteheiider Eiatheiliuig ist vorauBfesetet, daß 
die Kräfte, welche die Festigkeit eines Körpers ia Anspruch nehmeB, 
als Drock oder Zug, nieht aber plotalick, als Stöße, Erschütterun« 
geo ete. wirken. In dem ganzen gegenwärtigen Kapitel denken wir 
uns allein Kräfte ersterer Art thätig, während die Einwirkung der 
zweiten CLasse von Kräften auf die Festigkeit^ in der Dynamik aus- 
führlich behandelt werden wird. Wir bemerken daher zunächst 
blos, daß der Widerstand, welchen feste Körper gegen plötzlich ein- 
wirkende Kräfte zeigen, ,,lebendiger Widerstand** (r^sistance Tive), 
oder ,,Abprallungs-/* Stoß- Widersland (resilience) genannt Vird. 

§. 101. 

Vermöge derjenigen Eigenschaft aller Körper, welche Elasticilät 
genannt wird, die ihnen durch Eini^irkung einer äußeren Kraft 
aufgedrungene Yerlbiderung ihrer nrspronglichen Gestalt von selbst 
wieder aufzuheben, erleiden dieselben vor der Trennung . der 
TheHe eine mehr oder weniger bemerkbare Formänderung, d. i. 
eine Drehung, Biegung, Verkürzung u. s. f. 

Körper, die zwar ihre Form ändera, aber nachdem die Ein- 
wirkung aufgehört hat, ihre ursprüngliche Gestalt volbtändig wie-r 
der annehmet', nennt mau vollkommen elastisch; stellen sie 
jedoch ihre erste Gestalt nur theilweise wieder her, so heißen 
sie onveilkomtnen elastisch. Erfolgt eine Trennung der Theüe, 
ohne daß ekie merkliche Formänderung vorangeht, so nennt 
man' die Körper, spröde, ferner hart, wenn beinahe durch keine 
Gewak eine Formänderung mögfieh ist, und endlieh werden sie 
weich genannt, wenn durch ekie geringe Kraft eine bleibende 
Formänderung erzeugt werden kann. 

Das Maß der gi^ößten Kraft, welche ein Körper ausziihalten 
vermag,- ebne eine bleibende Ausdehnang, Biegung u. s. f. zu 
erleiden, bezeichnet die Grenze der vollkommenen Elast i- 
oität filr denselben. Das Maß für die Festigkeit ist dagegen 
diejenige Kraft, bei welcher die Formänderung nicht weiter fort- 
schreiten kann, ohne daß eine wirkliche Trennung erfolgt 

S. 102. 
Die Größe aller bis jetzt aufgeführten Widerstände ist so- 
wohl nach der natürlichen Beschaff^nbeit der Körper, als auch 
nach zufälligen Umständen verschieden. So hängt die Festigkeit 
der- Metnlle davon ab, eb sie gegossen, gehämmert oder gewaiat 
sind, schnell oder langsam abgekühlt wurden, von zufäiHigen 
Bkiten, %>rüngen u. d. g. m. Bei den Holzarten kommt.es auf. 
das Klima an, in welchem sie gewaohseh sind, 4m( die Beschaf- 
fenheit des Bodens, auf ihren Standort, auf das Alter, feriier 
darauf,- ob die Holzstücke von der Wurzel, dem Stamme,' dem 
Kerne oder Splinte sind u. s. w. D^halb sind aber auch die 
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Resultate der genauesten Yersuefae, welche über Festigkeit der 
Körper augesjteVt wurden und die wir später aufführen werden, 
immer nur als Mittelwerthe anzusehen, so daß es in sehr wich- 
tigen Fällen am gerathensten bleibt, directe Versuche, hierüber 
entscheiden zu lassen. 

In Beziehung auf Festigkeit ist ein Körper gleichartig, wenn 
gleiche Theile desselben gleiche Festigkeit haben und die Rich- 
tung und Lage der Trennungsfläche keinen Unterschied hierin, 
erzeugt; im Gegentheil wird der Körper ungleichartig genannt 

Werden in der Folge die Festigkeiten zweier oder mehrer 
Körper von einerlei Materie mit einander verglichen, io werden 
dieselben immer als gleichartig angesehen, wenn das GegentheU 
nicht ' besonders bemerkt wird. 

Die absolute Festigkeit. 
S- 103. 
Aus zahlreichen Versuchen, welche man hinsichtlleh der 
absoluten Festigkeit anstellte und wozu man sich meistentheils 
eines auf dem Prinoipe des imgleicharmigen Hebels beruhenden 
ZerreiAapparates bediente *), weiß man mit völfa'ger Bestimmtheit, 
daß die Festigkeit prismatischer Körper mit der Größe des Quer- 
schnittes in geradem Verhältnisse steht. 

Bezeichnet man daher die Querschnittsflächen zweier Körper 
mit a und A^ die Größe der in der Axenrichtung wirkenden 
Kraft« oder Gewicht^ welche das Zerreißen bewirken und daher 
iOr äie Festigkeit ' selbst gesetzt "Werden können, mit g und Qj 
so muß die Proportion staltfinden 
g:q = a:A: 

Hieraus folgt ^ 

. (1) q=X,A 

^ a 
Kennt man daher aus Versuchen die Größe idies Gewichtes 
q, welches einen Körper von der Einheit des Flächenmaßes, 
11=1, zu zerreißen vermag, so kann die Berechnung dXr einen 
andern Körper derselben Materie vom Querschnitte A leicht ge- 
schehen. Wir setzen hier voraus, daß man die Größe von q in 
Kilogrammen kennt, bei welcher Körper von 1 Quadratmillimeter 

Querschnitt zerrissen werden, bezeichnen den Quotienten -^ mit 

a 

m und nennen diese Zahl das Maß oder den ' Goefßcienten der 

absoluten Festigkeit. Aus (1) folgt daher 

*) Genaue Abbildungen und Beschreibung eines solchen mit der hydraulischen 
Fresse in Verbindung gesetzten Apparates findet man in Barloiv's Werke: 
A Treatise on tbe Strength etc. of Materials. London 1837. 
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1 l, QBs=im.Ay d. h. 

die absolute Festigkeit eines prismatischen Kör- 
pers wird gefunden, wenn man den Querschnitt 
desselben mit dem entsprechenden Festigkeits- 
coefficicnten multiplicirt. 

Mit Berücksichtigung des Gewichtes = G des Körpers erhält 
man statt I. 

ü. Q + G.^m.A, 

sowie, wenn der Körper Vermöge seines eigenen Gewichtes zer- 
reiden^soU, wobei Q.s=so wird, 

m. G = m.A. 

Zusatz. Wirltt die Kraft, welche die absolute Festigkeit eines 
Körpers in Anspruch nimmt, nicht, wie bisher angenommen, in der 
Richtung der Längenaxe des Körpers, sondern in einer Parallelebene 
zu dieser, so leistet der Körper einen geringeren Widerstand gegen 
das Z^rreiß^n. 

Fi0. 77. 

7^ wir an, daß, wie in Fig. 77» eine 
*^ Kraft (J Yertikal abwärts im Mantel 
eines bei MN gehörig . befesiigten 
Gjlinders AB ^ mit kreisförmiger 
Basis Tom Halbmesser = r, wirkt. 
Wir versetzen Q nach 5-29. pa- 
. rallel zu sich selbst in die Axei^ 
richtungiifi und erhalten da<lurch eisA 
Einzelkraft 0» (^ &)* <ieren Wir- 
kung auf das Zerreißen des Körpers 
ganz die der yorher betrachteten 
Fälle ist; außerdem ergiebt sich 
aber ein Paar Q Qu dessen Energie 
oder Moment = 0r die Bruchfestig- 
keit des Körpers in Anspruch nimmt. Weiter unten werd.en wir auf 
diesieo Gegenstand zurückkommen. 



Um dies nachzuweisen . nehmen 
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§. 164. 

Tabelle 1.*) 

Werlhe des GoefGcienten (= m) der absoluten Festigkeit verschiedener 
Körper in Kilogrammen, für 1 Qaadratmillimeter Querschnitt. 



Name des Körpers 



m 



Name des Körpers 



m 



Ahornholz .'....• 
Birkenholz ; / . . . 

Birnbaumholz 

Buchenholz(Rolhbuche) 
Buchsbaumbolz .... 

Eichenholz 

Erlenholz 

Eschenhotz 

Fichtenholz (Rothtanne) 
Kiefenihok (Föl»e) 
Lätehenliolzi- 



12,23 
I3,r 

6>9— 8 
8—15 

10—13 
6—14 
9—16 

11—14 

7—10 

8—14 

6,25 . 



Lindenholz ...... 

Pappelholz ...... 

Pilaumenbaumholz . . 
Roßkastanienholz . . . 
Tannenholz(Weißlänne} 
TdakhiOlz (indische 

Eiche) 

Ulmenhelz *..... 

Weidenholz 

Weaßbuche]ihd]s(Hain- 

faudie). 



• •■.?••. 



9-15 

5—7 

6—9 

8 
8—10 

5-^10 
9-lt 

8-14 

13-t14 



/^ 



Blei, gegossen • . . . 
,) gewais^i . .' . • • 
„ drahc 

Efseii, geschmiedet . 

!in d.Wälzricb- 
tung ',\ . . . 
rechtwinkelig 
; .darauf. . , . 

Durchmesser 
in MiUim. : 

Eisendrabl^ ^»^^ • • •. 
0,5-1,0 

1—3 



• . /• 



längliche Glie- 
Elsemel' ^«r . ; . . . 

Ketlen jverstärkt Äurch 
Stege. , . ., 



1.2-f,4 

0,84—1,65 

1,4—2,5 

30—60 

36—45" 
33—39 

90 
70—86 
64—74 

24 
. 32 



Orlasrötiren . . . . . . 

Gußeiseii .....•• 

Kaaonenmetall .... 

Kupfer, gegossen. \ . 

geschlagen . 

gewalzt; . 

draht. . 
Messing, gegössen 
„• tdraht . . 
Stahl . ; . . . . . 






,, gegossen . .. 
„ . als llbrledern . 
Zink, X gegossen . . 
„ gewalzt ... 



1,6—3,2 

9-15 

19-25 

1^ 

25 
20—26 
40-^70 ■ 

12 
40-85 
75^96 • 
94—100 
140—188: 

6 ' 

5 



Hanfseil, trocken 



5-9 



Lederriemen zum Ma- 
schinenbetriebe . . 



<* 



*) VQll9taod^«re ZasammeBstoHungen von VersuchsresulUten über ^ Festigkeit der 
Körper findet man in nacbt>enannten Werken: 

Jahrbücher des k. k. polytechn. Institutes in Wien. Bd. 19 und 20. — 
iRtrodactioii a !a mecaniqne Industrielle, par Poncelet. Paris, 1841. — traite 
tte FExpIoitation des Mines, par Gombes. Paris, 1844. Tome I. — fhe 
Mechanical Prindples of Engineering etc. by Mosefey. London, 1843^ ": 
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Takelle II. 

Parallelcohäsion einiger K<^rper, pr. Quadratraiilimeter in 

Kilogrammen. 

a. QuerfesliglieH (rechtwiaklig auf die Faserricbhiof). 



Name des Körpers m 1 Name des Körpers m 




Eichenholz 

Kiefernholz (Föhre] 



1,63 
0,39—0,59 



Lärchenholz 
Pappelholz . 



0,68-1,19 
1,25 



b. Vcfschiebangsflntigheit (längs der FaierriehtaBg). 
Eschenholz | 0,57 | Tannenholz | 0,42 

Zusatz 1. Der Sicherheit wegen nimmt man von den Werthen 
der Tabelle 1. für praktisch« Anwendungen bei Hölzern und Kiemen 
den loten, bei Metallen den 6t6n Theil» bei Hanfseilen di^ Hilfta 
in Rechnung, 

Zusatz 2. D«r ProoeB des Ausgleichens (Nachlassens) bei Me^ 
tallen Termindert deren absolute Festigkeit und zwar bei Eitendrähp* 
ten um \, bei sehr dünnen Drähten beinah um j. 

Zu s atz 3- Gelheerie Hanfseile tragen nur f oder^ so viel als 
UDgetheerte. Nasse Seile tragen nur ^ so yiel als trockene« Das 
Gewicht in KilogrMnm^n, welches ein gutes, trockenes Hanfseil mit 
Sicherheit tragen kann, läßt sich mittels der Formel berechnen 12 c®, 
wobei c den Umfang des Seiles in Centimetern bezeichnet. Ein 
Drahtseil aus Drähten tob a Millimeter Dicke (Gewöhnlich 3,3 Milli- 
meter) und aus » Fäden bestehend trägt (nach Freiberger Erfahrungen) 
mit 7facher Sicherheit eine Last Ton 6,5* <i*. n Kilogrammen , jedoch 
ohne Beachtung des eigenen €rewichts. 

Beispiel 1. Es ist der Overaebnitt einer 3,16 Meter lanig^en Baogesäole zu 
bestiiDineD, welche aas Lanebeobolz gezimmert, bei eiper BriicI^e auf die Dimer i4O80 
Kilogr, mit Sicherheit zu trage« vermag» 

Auflösuag. Den hetreffieiiden Werth des Goefficienten m der Tabelle I. znm 
lOten Theile genommen, ergiebt sich sofort 

Xr=ii^= 23333 Quadratmillimeter, wofür «lan 2,4 Qua- 
0,6 

dratdecimeter setzen und etwa 1,2 Decim. zur Dicke und 2 Decän. zur Breite a«li- 

men wird. 

Das eigene Gewicht der Hangesäule kann man hierbei YernacMSssigen, indem 

dasselbe, wenn die Dicbl« des Lärchenbolzes =519 Kil. genommen wird, nicht mehr 

als 39,4 Kil. beträgt. 

Beispiel 2. Welcher Spannung kann ein aus Hernieder yerfertigter Haschinen- 
r lernen auf die Dauer und ohne nachtbeiliges Recken widerstehen, dessen Dicke 4 Milli- 
meter und dessen Breite 72 Millim. beträgt. 

Auflösung. Um das bemerkte Recken zu Termeiden, nehaien wir mt=0,l, 
daher die zulässige Spannkralt =0,1.4. 72 =3s 28,8 KHogr. 

Beispiel 3.- Wie groß hat man den Umfong eines Hanfseiles ;u^ nAhaien, mit- 
tels welchem auf einer EiM»bfihnslreck& von ^ Steigung, Wagenzüge von durch— 
«chnittlich 86 Iwuiea Brutlv»gewiohl aufwärts gezogen .werden sollen. 

Auflösung. Einschließlich des Luftwiderstandes kann man im ungünstigsten 
Falle statt der $. 73. gefundenen 6 U Zugkraft pr. Tonne (auf der Horizontale) 8 U 
rechnen. Sodann erhält man als Spannkraft: / 
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a 80 ^ 610 9 rar die. HoHumtel«, 



^•^^9g=lgT8g als TertirSBenaig weg« der sehieleB Ebene $. 93, 

endlich = 800g annäherangsweise fSr die Sei1bieg:ung. 
7113 ff engl. =e= 3370 KH. 

Deher nach $. 1(M. ZiMalz 3: 

12. c2 = 3370 und hieraas e = 17 Gentimeter Umfang. 

§. 105. 

Um die Ausdehnung der Körper innerhalb der Grqnze der 
vollkommenen ElasticitUt gehörig beurtheilen und berechnen zu 
können, mögen l und L die Längen zweier prismatischer Körper, 
so wie 8' und 8 die Ausdehnungen derselben innerhalb der 
gedachten Grenze bezeichnen, welche xespective durch Gewichte 
g und Q erzeugt werden. 

Da man auch hier aas der Erfahrung weiß, daß sich unter 
vorstehender Bedingung die Ausdehnungen gerade wie die zie- 
henden Gewichte und wie die Längen, aber, umgekehrt wie die 
Querschnitte (a, A) verhalten, so läßt sich die Proportion herleiten 

a A 

Bezeichnet man femer die Ausddbnang =s=g^, welche ein 

Gewicht q=ii KUogr. ia eiaem Prisma vom Querschnitt « = 1 

1 

Quadratmillimeter und der Länge /=: 1 hervorbringt, mit -^ 

so folgt aus (1) 

1e''^~ 'A" ^' ' ' 

* ^ A.E' 

Q 

oder da der Quotient -^ das Gewicht sein muß, womit der 

A 

Querschnitt == 1 belastet oder in Anspruch genommen wird, so 

erhielt man, weon man dieses Gewicht mit m* bezeichnet, 

n. 8 = i»'.-=r. 

E 

Setzt man in letzterer Formel 8 ==s JL, so wird • E === inf. 
Die Größe E bezeichnet also das erforderliche Gewicht, . um 
euxen prismatischen Körper von 1 Quadratmillimeter Querschnitt, 
um die eigene Länge auszudehnen. 

In detf .Folge seil E der Modul der EbuBtloität geuanat wanden;*)» 



*) Die CrröBe £ fiir verschiedene Korper ans directen Teräuchen zu bestimmen/ 
gewährt zo wenig Sicherheit, man leitet sie deshalb lieber ans der Biegung 
der Körper ab, wovon in später folgenden Paragraphen die Rede ^ein wird. 
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Von diesem Mod«d, als dem MaBe der Spannkraft, ist die 
vorher eitwSämte Grenze zu unterBcheideo, innerhalb welcher die 
Spannkraft noch unverktlrzt besteht So weiß man, daß E für 
weiches Eisen und gehärteten Stahl zi^nlich gleich ist, während 
den letzteren doch unbedingt eine größere Etastieität zugeschrie- 
ben werden muß. Man nennt deshalb E auch die Intensität oder 
Qualität der Spannkraft, dif Grenze aber, innerhalb welcher eine 
größere von selbst zurilckgeheude Dehnung noch zulässig ist, die 
Quantität der Spannkraft. 

Um die größte Ausdehnung = S auf die Länge Zr = 1 zu 
berechnen, welche innerhalb der Elasticitätsgrenze möglich ist, 
muß man statt m' solche Wertfie in Rechnung bringen, bei wel- 
chen die Körper noch keine bleibende Formänderung erfahren. 
Die größten zulässigen Belastungen mit p bezeichnet, ergtebt sich' 
aus 11: 

in. 8=-|r 

X « 

Man erkennt femer leicht, daß die Größe p statt m in die 
Formeln des $. 103. eingeführt werden kann, so daß man z. B. 
aus I. erhält 

IV. ^=»^fPA 

Z 08 atz 1. lanerhalb gewisser Grenzen sind die im Vorste«-' 
henden für die Ausdehpung der Körper entwickelten Sätze auch für 
die Zasammendrdckbarkeit derselben als gültig zu betrachten; Aus 
den zur Zeit hierüber bekaunten Versuchen läßt sich jedoch entneh- 
men, daß die Gleichheit des Widerstandes gegen Ausdehnung und 
Zosammendrückung der Fasern oder Fiebern, beim Schmiedeeiseu 
beinah noch über die Elasticitätsgrenze hinaus fortbesteht; bei Höl- 
zern etwas Tor Erreichung lelztgedachter Grenze bereits aufhört und 
zwar sodann die Kraft zum Ausdehnen größer wie die zum 
Zusammendrücken wird; endlich aber beim Gußeisen (und wahr- 
scheinlich bei allen gegossenen Metallen, ferner bei den Steinen) 
diese Gleichheit weit Tor dem Punkte, wo die Elasticitätsgrenze er- 
reicht wird, aufhört und hier sehr bald die Kraft zum Zusammen- 
drück e u g r ö ß e r wird, als die zum Ausdehnen erforderliche ist. 

Weiter unten werden wir auf diese wichtigen Fragen femer 
einzugehen hinlängliche Gelegenheit finden, für den Techniker, den 
Constructeur erwachsen indeß schon aus den hier gemachten Be- 
m<$rkung?n beachtungswerthe Andeutungen. 

Z u s a t z 2. Gleichfalls neuere Versuche (namentlich Ton Hodkkin- 
son) *) lassen sogar an der Tölligen Richtigkeit des oben zur Basis der 
betreffenden Betrachtungen genommenen Satzes zweifeln, daß näm- 
lich innerhalb der Elasticitätsgrenze bleibende PormverSnderungen 
durch äußere Kräfte nicht bewirkt werdiin kennen und daiß sich 
erster» wie die einwirkenden Kräfte Terhalten. Vielmehr wird be- 
hauptet, daß unter allen (?) Umständen, außer den nach Entfernung 

■ I M iP^^l ■■ I ■»■■■ tmtm ■ ■■■■■■■^M ■! ■ ■ ■ 

•) Civil Engioeer Journal, 18^3, p. 354. 
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der Kräfte yerschwindenden Formänderungen 
(aus der Veränderung des Zusammenhanges 
theilc^en hervorgehende) statt Onden, welche 
der einwirkenden Kräfte Verhalteu sollen. 
wciilere Schlüsse und namentlich Rechnungen 
es nöthig sein, ausfährlichere Versuche imd 
zuwarten. 



noch andere bleibende 
der kleinsten Körper- 
sich wie die Quadrate 
BeTor jedoch hierauf 
zu basiren sind, durfte 
weiter» Resttltute ab- 



§. 106. 

Tabelle, weldie die Werthe Von' S, p und E in Kilogrammen für 
Körper von l Quadratmillimeter Querschnitt angiebt*). 



Name des Körpers 


8 


P 


E 


Hölzer. 


JL = 0,00117 
850 


f 

1,521 


1300 ^ 






fiisendraht 

Gußeisen 

Schmiedeeisen 


^ - 0,00166 
600 

1200 . '''^'' 
^4^-0.00060 1 


33 

3,3 

12 


20000 

11000 

• 

20000 



Beispiel. Wie groß ist die Ausdehnung einer schmiedeeisernen S.tang^ voq 
28 Quadratcentimeter Querschnitt und 2 Meter Länge, welche durch ein Gewicht Von 
11200 Kil. nach der Längenriefatung gespauBt wird? 

Nach II. S. 105. ist 

L . - 

denuiach für vorstehende Zahlenwerthe : 



8 = «' 



«/=:4^ = 4; F=20000; 
2800 ' 



(1) 8 = 



folglich anf 2 Meter Länge 

C2)s = 



20000 



2550* 



.L = 



öOOO 



.it; 



Ffir die größte Ausdehnung des Scbmiedeeisens innerhalb der Blasticitätsgrenze 
ist aber : 



ö = 



1520 



, d. h. 



die Ausdehnung der Stange ist noch lange keine bleibende. 



*) Die außerordentliche Verschiedenheit dieser GrSßen nach der zur Zeit des- 
fallig angestellten Versuchen, bestimmt« uns, hier nur Angaben aufzunehmen, 
wie sie der praktische Rechner bedarf und die namentlich mit den Versuchs- 
resultaten von Ardant, Bi^x, Duleaa und HodgUnsoo übeKeinstimiB«!!. Man 
sehe hierüber die vorher citirten Werke, so wie Brix Abhandlung über die 
Gohäsions- und SlasÜcitätsverhältnisse der Eisendrähte. Berlin, 1837. 
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S- 107. 
Bei Kfirpcrn von betrnchilichor Lunge wird oll das eigene 
Gewicht so bedeulend. daß es nölhig ist, wenn in aJlen Quer- 
schnitlen die absolute Fesügkeit gleichgroß sein soll, denselben 
. eine nach luit«! abnebmende StHriio tu geben. ' 

Um das Gesetz dieser Abnahme zn 
ermitteln, sei ABC Fig. 78. dor an sei- 
nem oberen Ende befestigte Körper, wel- 
cher an unteren Ende ein Gewicht = Q 
Fi IragL Der QuerschnUt der unteren Fläche 

sei = a, so wie s der Qiwrscbnitt iu 
einer beliebigen Höhe CB = x, ferner 
bezeichne y das Gewicht der Cubikeinheit 
der körperlichen Hasse. 

Man denke sich die Habe a? in tm— 
endlich kleme, aber gleichgroße Theile 
von der Hfibe c= S getheilt und setze die von C aus auf ein- 
ander Tolgenden Querschnitte der Elemente beziehlicb ^i, y,, Va, 
■ ■ . y.. 

Nach $. 103. ist fOr den untersten Querschnitt 

(1) n^-^ ferner für den nUchst folgenden, in der . 

Entfernung jr,: 

§-|-«Sy = in)f,, d. i. wegen (1) 

Sy ] 

Ö(l-| ) =»Wi, oder wenn man »i = --. 

m k 

setzt und auf j^i reducirt 

(2)yi=*9(i + 8r*). 

Ehen so bt: »ly, = -^ == (^ -f a8y + y, Sy. 
Hier den Werlh aus (2) und a = —=kQ gesetzt, gicbt 
-^=9 + 51-*. 9-f-SyA)?{l+8yÄ), d.i. 

Auf analoge Weise erhält man 

y, = *9(l + SyÄ]»; 

y4=*^(t+SyÄ)*li.9.f. 

y^ = Z = AQ(i-j-5yA)"- 
Wie in S- 82. Bßt sjch aber nachweisen, daß 

(1 -|- Sy*)" =* e"'^* ist; demnaeb, weil 
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ftSsor sein muß, 

J2 = A:Oe^*; ferner wegen A: = — 
^ rn 
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Verwandett man I. in eine logarithmische Gleichung, so folgt 
für briggsche L^arithmen 

xy 



IL Lg Z = Lg a + 0,434 



m 



B«i9pieL Man soll die Dimensionen einer Gestängstange Ton 60 Meter lÄnge 
iMftninien, deren Zweck ist, die auf- und abgehende Bewegung eines Balanciers auf 
den Kolben einer Bergwerks rHebepumpe überzutragen. Das Material der Stange soll 
Tannenholz sein, dieselbe aus 6 Stücken yon je 10 Meter Länge zusammengekuppeU 
werden und. jedes dieser Stficken gleiche Tragkraft besitzen, wenn an dem untern 
Ende der Stange in der Azenr^cbtung eine Last yon 5000 Kil. wirkt. 

Auflösung. Nach der Tabelle I. ist hier zunächst m= 0,8 zusetzen, welchen 
Werth wir jedoch nur zum 4ten Theile in Rechnung bringm wollen, weil das Gestänge 
beim Kiedergange auch eine Zusammendriickung erfährt, hierzu aber, wie bemerkt 
beim Holze» eine gangere Kraft erforderlich ist als zum Ausdehnen. Man erhält 
also zuerst, wenn b die Seite des quadratischen Querschnittes bezeichnet 

5000 = 0,2 62 und hieraus b = 158 MiUim. = 0,158 Meter. 

Mit HiUflB der Gleichung IL, wenn daselbst für x, auf einander folgend 10", 20" 
. . .'. 60*, 6 = 0-,lö8, m = 200000 und y ^ 650 Kit gesetzt wird, findet man die Seiten 
der betreffenden Querschnitte: v 

ftx« = 0U,16O; »M> = 0,163; 630 = 0,166 

*«> = 0,168 j *5o = 0,171; b^^0,i7i. 

Die respective Festigkeit. 

§. 108. 

Da, wie bereits $. 101. bemerkt wurde, allen Körpern ein 
gewisser Grad von Elasticität zugeschrieben werden kann, so 
mögen auch hier die Körper, deren, respective Festigkeit unter- 
sucht werden soll, als aus dehnbaren und zusammendruckbaren 
Fasern bestehend angenommen werden. 
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Fig, ,79. Dies Törausgesetzt sei 

ABCn Fig. 79. ein 
prismatischer Körper, 
dessen Axe in der ver- 
tikalen Ebene liegen und 
der mit einem Endo in 
^ einer Wand AB gehö- 
i3P — rig befestigt sein mag. 
Gegen das freie Ende 
desselben wirke eine 
Kraft Q, deren Richtung 
wir mit der vertikalen 
^Schw erebene zusam- 
menfallend anndunen 
woHeü und deren Be- 
streben darin bestehen 
mag, den Körper in 
der Vertikaleb'en^ zu 
biegen. 

Hierdurch erfahren offenbar die nach der conveifön Seite 
AD hin liegenden Fasern des Körpers eine AusdehiiujQ|[ (Ver— 
lUngerung] und die liach der ccrncaven Seite BC hin liegenden 
eine Zusammendrückung (Verkürzung). Zwischen den ausgedehnten 
unä zusammengedrückten Fasern muß es daher auch eine Schicht 
geben, welche sich völlig passiv geg«n die eine wie die andere 
der bemerkten Veränderungen zeigt und welche man deshalb auch 
die neutrale F.aserschicht zu nennen pflegt. 

Stellt i^Jf die Durchschniltslinie der neutralen Schicht mit 
der Vertikalebene vor, so nennt man diese Curve die elastf- 
sche Xinie und jede auf dieser noirm&l stehende GeMäö, welche 
zuglei(;h in der gedachten Schicht Hegt, eihe neutrale Axe. , 

Begreiflicher Weise wird dui^bli die Wirkung der Kl^äPt Q 
in jeder einzelnen Faser des Körpers ein entsprechender Wider- 
stand hervorgerufen, mit welchem sie sich der gedachten Ver- 
änderung entgegenstellt. 

Unsere Aufgabe wird es nun sein, die Gleichgewichtsbedin- 
gungen zwischen diesen Widerständen und der Kraft Q abzu- 
leiten und durch allgemeine Ausdrücke festzustellen. 

Zu diesem Ende denken wir uns zwei sehr nahe liegende 
normale Querschnitte GH und JK gebildet, zwischen denen die 
sämmtlichen Fasern im ungebogenen Zustande die Länge X haben, 
zufolge der Biegung aber respect. Verlängerungen und Verkür- 
zungen erfahren, deren Größen dargestellt werden könnten, wenn 
man ML \\ GH zieht. 
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Zut* weiteren VerstUndigung stelle Fig. 80. 
die Querschniltsfläche JK in der Vorderansicht 
dar, und U\ U% sei die neutrale Axe der-^ 
selben. 

Die KrUfte, welche sich statt der Wider- 
stände der Fasern im gedachten Querschnitte 
denken lassen, nehmen wir tangential zu den 
betreffenden Fasern gerichtet an, machen auch 
femer die statthafte Voraussetzung, daß diese Kraftrichtungen mit 
der Richtung von Q in parallelen Ebenen liegen. 

Die Kräfte, womit die über der neutralen Schicht liegenden 
Fasern der Ausdehnung widerstehen, bezeichnen wir mit py^ p^, 
Ps • • • * /fo, die der unteren Schicht, welche gegen Zerdrückung 
Widerstand leisten, mit ^i, q^, q^ ^n, die Richtungen' der- 
selben gegen den Horizont respective mit aj , Os .... an, und 
ßi , ßa • • • • ßo, ferner sei (p der Winkel, unter welchem die Rich- 
tung von Q gegen die Horizontale geneigt ist, endlich werde die 
neutrale Axe Ui U\ als die Durchschnittslinie zweier respect 
horizontaler und vertikaler Goordinatenebenen angenommen, auf 
welche wir das ganze System von Kräften beziehen. 

Wir versetzen nun zuerst sämmtliche Kräfte in die neutrale 
Ax^ Ux U% , bezeichnen die Breiten der von /9| , p^ ... und 
^1, ^a . . . erhaltenen Paare respect. mit m^, f#a . . . und Vi, Va . . . 
und setzen endlich die Breite von ^, d. i. UT^=x, 

Mit Rücksicht auf die Drehrichtuug der Paare ergiebt sich 
sodann fürs Gleichgewicht 

^j? — S (ptt) + E [qv) = 0. 

Die überdies erhaltenen, an der neutralen Axe angreifenden 
Einzelkräfte, zerlegen wir nach horizontalen und vertikalen Rich- 
tungen und erhalten: 

paraUel zu XX: Q cps cp, £ {p cos a), 2 {q cos ß), 
» » YY :l^sm(f, Jl{p sin a), 71 {q sinß). 

>■• Versetzen wir endlich letztere Kräfte sämmtlich nach U^ 
d. i. nach den (neuen) Angriffspunkt von Qy so ergeben sich 
van den mit Q in parallelen Ebenen wirkenden Kräften noch 
Paare, welche eine Drehung der neutralen Axe in der horizon- 
talen Ebene veranlassen. Der Natur der Sache nach kann man 
diese ohne besondere Fehler vernachlässigen oder annehmen, die 
betreffenden Paare halten sich unter einander im Gleiehgewichte. 
Sodann sind aber die Bedingungsgleichungen fUr das vollständige 
Gleichgewicht nachstehende drei: 

10 
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^0? — Z(pi#) + 2(^)=0; 
^ cos (p -f- 2 (^ cos a) — S (^ cos ß) = ; 
— $. 8in<p + S {p sin a) — 2 (^ sin ß) = *). 
In der ferneren Voraussetzung, daß die Biegungen der Fa- 
sern sehr gering sind, können a und ß gleich Null gesetzt wer- 
den, so daß sich ergieht 

(1) ^a?=2(^a) + 2:(£v);. 

(2) $ cos (p = 2 (y) — S'O»). 

In letzteren beiden Gleichungen lassen sich nui;i respeclive 
p und q mit Hülfe von I. §. 105. näher bestimmen. Bezeich- 
net man nämlich den Querschnitt einer betreffenden Faser mit «\ 

so ergieht sich p = s . i? -r-- Verlängert man überdies GH und 

JK bis sich diese Linien in einem Punkte O schneiden, so ist 

OU = Q der Krümmungshalbmesser**) für das Bogenelement 

NU^=X und es findet die Proportion statt: q:u = X:^y daher 

E E 

sich p ergiebt zu : » =s= — iu^ so wie auf analoge Weise : q = — ^rv. 

Q , Q 

Hiernach wird aus (1) und (2) 

(3) «a; = ^J2(m>) + 2(tv»/j; 

E 



(4) ^cos(p = — J2(tv)— 2(m)|. 



*) Vorher w^re w schreiben gewesen: 

Ocos C360- <p) H- E CP cos a) -}- 2 |.gco8Cl80 + ß3 j =Qj 

(?sm(360— <p) + Erpsina) -I-eJ 9 wnC180 + P) | =0. 



»• 



3 Unter dem Krümiou^gsbalhmesser ver- 
steht man bekanntlich iifen Halbmesser 
desjenigen Kreises, det» unter allen 
berührenden Kreisen mit irgeiMl eioem 
sehr kleinen Theile DE einer Curve 
; ., AB 9im innigste^ .fUsanunenfallt. Ein 
■*- V^ vorliegende Zwecke hinreichend 
''<. 'gfeitauer Ausdruck für denselben läßt 
sich, wie nachstehend, auninden. Die 
Gurre AB werde auf eiarNklMniifkeliges • 
Goordinatensystem bezog/m. AX. sei 
die Abscissenaxe, VF üm'VH' die 
geometrJscl|en Ta^nEea def-^ilMe^ 
D und £, welche, dii) Aa^ unter /ffitK 
Winkel o und a' schneiden; ferner sei DC = CE = q und ZJ^CE = 6, vor- 
ausgesetzt, daß alle Winkel in Bogenmaße für den Halbmesser trs 1 ge^b»^ 
sind. Setot map die Länge von DB=ff, so ist « = Qd, oder, weil ö^^a^Y^f^fi 

Min miii^, »^Q(ai-aO, hieraus q = . * ■■ , . Für diesen Attsdnick Mon' 




a 



-o' 



man aber, je nachdem die Curve sich w^det^ allgemein setzen q = i: 



a — o' 
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Diesen beiden Gleichungen ist eine nähere Betrachtung zu 
widmen. 

Was zuerst (3) anlangt, so ist der in der Parenthese ent-» 
haltene Ausdruck ein rein analytischer, nämlich die Summe der 
Produkte ans den Flächenelpmenten des ganzen betrachteten 
Querschnittes multiplicirt. mit den Quadraten ihrer respecUvea 
normalen Abständen von der neutralen A\e Ui U^r ^ine Summe, 
die folglich allein Ton der Gestalt des Querschnittes bedingt wird, 
während E von der physischen Beschaffenheit und q von der 
Größe der Biegung des Körpers abhängt 

Gedachte Produktensumme bezeichnen wir mit T und nen-^ 
nen.sie, lediglich um ihr einen Namen zu geben, das Trägheits- 
gioment *]. 

Statt (3) schreiben wir daher 

Das Produkt E . T insbesondere wird das Elasticitätsmoment 
genannt Wir bezeichnen dasselbe mit W und schreiben über- 
haupt 

Hieraus ergiebt sich zugleich folgender Satz: 

Für jeden normalen Querschnitt eines gebo- 
genen Körpers ist das Produkt aus dem' Krüm-^ 
mungshalbmess er der neutralen Fasorschicht in 
das statische Moment der biegenden Kraft fUr 
diesen Querschnitt eine coastante Größe. 

Deakt man sich jetzt den Körper mit der Fläche «/iT in der 
Wand befestiget, sa lassen sich forner anS' IL folgende Schlüsse 
bilden: 

W 

An der Befestigungsatelle wird, wegen o =»•-—, 

die neutrale Schicht und somit der ganze Kör- 
per am stärksten gebogen; an denselben Stellen 

W 

widerstehen, wegen 0=^ , die Fasern der F^rm-* 

^x 

änderung und Zerstörungen am wenigsten und es 

kauu somit MTals das Widerstandsmoment für den 

ganzen Körper betrachtet werden.. 

Später, bei näherer Unterauchung der absoluten .großen dßr 

erzeugten Biegi|nge4 etc., kommen wir auf die$e wichtigen Sätze 

zurück. 



*) In der Dynamik wird sich ergaben, weshalb wir hier diese Benennung ge- 
wählt haben. -* • 

10* 
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Was nun den zweiten der allgemeinen Ausdrücke, nSmIich 
(4) anlangt, so bestimmt dieser die Lage der neutralen Faser* 
schiebt. 

Denn bezeichnet F den Inhalt der Querschnittsfläche JK 
und % die Entfernung ihres Schwerpunktes von der neutralen 
Faserschicht, so erhielt man nach $. 19: 

F. « = { 2 (tr) — 2 (m) j, daher aus (4) 

Ocosq} = — ,W>% nnd somit 
UI g= Qgcoscp 

wo s je nach dem relativen Zeichen von cos (p den Abstand des 
Schwerpunktes der Fläche über oder unter der neutralen Faser- 
schicht angiebt 

Für (p = 90^ d. h. wenn Q normal gegen die Axenrich- 
tnng des Körpers wirkt, folgt aus III: 

« = Null, d. h. 

es geht sodann die neutrale Faserschicht durch 
den Schwerpunkt des betrachteten Körperquer — 
Schnittes. 

Zusatz. In Betreff des letzteren Satzes machen wir wieder-* 
holt auf die Voraussetzungen aufmerksam, unter welchen derselbe 
entwickelt wurde, daher er auch nur so lange gültig sein kann, als 
diesen wirklich entsprochen wird. 

Nach den sorgfältigsten, bis jetzt angestellten Versuchen kann 
man feststellen, daß die Körperiasern (kleinsten Theile) der Aus- 
dehnung und ZusammendrückuDg nach mit gleicher Größe wider* 
stehen, die neutrale Faserschicht also noch durch den Schwerpunkt 
der betrachteten Querschnittsfläche geht, so lange die Ausdehnung 
und respective Zusamraendrückung der am weitesten abstehenden 
Fasern Ton ihrer ursprünglichen Länge nicht mehr beträgt, als 
bei Hölzern: 0,00117 (nach Ardant); 

„ Schmiedeeisen: 0,0006 (nach Duleau u. A.); 

„ Gußeisen:. 0,0003 (nach Fairbairn und Hodgkinson). 

lieber diese Grenzen hinaus ist das wiederholt zu beachten, was 
bereits $. 105, Zusatz 1 , angeführt wurde, d. h. die Fasern des 
Holzes widerstehen der Ausdehnung mehr als der Zusammendrückung, 
die kleinsten Theile des Gußeisens zeigen aber gerade ein umge- 
kehrtes Verhalten, d. h. sie widerstehen der Ausdehnung weniger 
(und zwar bedeutend) als der Zusammcndrückung. 

Für Körper von nicht symetrischem Querschnitte erwächst hier- 
aus zugleich der wichtige Satz, daß man die breiteste Parthie dersel- 
ben immer nach der Seite hin richten muß, wo der Widerstand der 
Fasern oder kleinsten Theile der geringste ist. Weiteres in letzterer 
Beziehung folgt in späteren Paragraphen. 
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§. 109. 

Bei fortgesetzter Biegung des vorher betrachteten mit einem 
Ende in einer Wand befestigten Körpers muß begreiflicher Weise 
endlich ein völliges Zerstören und zwar zuerst der von der neu- 
tralen Faserschicht am entferntesten Fasern eintreten, dem die 
ttlmgen folgen, so daß endlich ein Abbrechen des ganzen Kör- 
pers und zwar an der Befestigungsstelle veranlaßt wird. 

Für die Größe dieses Bruchwiderstandes läßt sich auf nach- 
stehende Weise ein allgemeiner Ausdruck finden. 

Bezeichnet g den Abstand der von der neutralen Schicht 
am entferntesten Faser und } den Querschnitt der letztern, so ist 
der Widerstand im Augenblicke des Zerreißens, nach IV. §. 105: 
p.t. Die Widerstände, welche die übrigen Fasern zeigen, müs- 
sen sich aber wie deren respectiven Abstände von der neutralen 
Schicht verhalten, so daß man für eine in der Entfernung u lie- 

pi 
gende Faser die Proportion erhält: g :u = p.i:-^--'.Uy so wie 

fQr das Moment derselben in Bezug auf die neutrale Schicht: 

9 

Hiernach wird man für das Bruchmoment des ganzen Kör- 
pers setzen können 

-^ ) 2 [iu^) 4- 2 (iV2) { = -?^ . T, so wie auch, wen« 
9 ^ ^ 9 

Q das am freien Ende des Körpers aufgehangenes Gewicht be- 
zeichnet, welches den Bruch veranlaßt, endlich a: der Hebelarm 
desselben in Bezug auf die neutrale Axe der Befestigungsfläche ist: 

9 

Für so geringe Biegungen wie wir überhaupt voraussetzten, 

kann die Länge =/ des ganzen Körpers statt x gesetzt wer- 
den, weshalb sodann folgt: 

I. Qj=P.,T: 
9 

IL (?=-^.i:. 

Hierbei' ist Q offenbar als das Maß der respectiven Festig- 
keit zu betrachten. 

§. HO. 
Wir bestimmen zunächst die Bruchfestigkeit prismatischer 
Körper mit rectangulären Querschnitten, wobei Höhe und Breite 
der letzteren respective vertikal und horizontal sind. 



1 



150 



Fig. 8i. 



# 



q}^ 



^ 



Hierzu sei ABCD Fig. 81. ein senkrechler 
^ Querschnitt des betreffenden Prismas, seine Breite 
AD^BC=& und seine Höhe AB^CJ^^^h. 
Ein Element der Flüche, dessen Höhen- und 
.^ Breitendimensionen 8 und € sein mögen» befinde 
^sich in der normalen Entfernung s=;t7 von der 
neutralen Axe SS^. Der lohalt dieses Elemen- 
tes kann ==8.8 gesetzt werden, so daß das 



^ Trägheitsmoment desselben s=ze.8.a?' ist 

Die Summe der Momente, aller in der Vertikalhöhe o? 
liegenden gleichen Elemente, vrird man aber erhalten, wenn man 
m den letzteren Ausdruck für x auf einander folgend 8, 28, 38 
. . . 7i8 setzt und die so erhaltenen Werthe ad<firt. Es ist also 

2(88. a7») = 8S2:(d?2) = e.83(j[_|.22+3«. ..»•), d. i 



nach bekanntem Satze 

2(88.ar2)=s 



(»8)- 



X' 



für die Höhe — erhält man sonach 



8 fh^^ 
3 V2J • 



Denkt man sich jetzt n' solcher Elemente in der Breite 5 
neben einander liegen (wonach b = 8I1'), so folgt fUr diese aus 

letzterem Ausdrucke — 



(1) 



JKYJ = 



oder 



Wegen der symetrischen Gestalt des Querschnittes ergiebt 
sich vorstehendes Endresultat auch für die Elemente unterhalb 
der neutralen Axe, so daß T überhaupt ist: 



12 
Aus II. des vorigen $. folgt daher 

— L, ^ 
ff 12/ 



« = 



oder weil ff = — sein muß 

4i 



I. 



«=!-•*' 
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Die respectiven Festigkeiten paralielepipedi- 
scher Körper aus einerlei Materie, deren Seiten 
bezüglich horizontal und vertikal liegen, verhal- 
ten sich sonach, wie die Breiten, wie die Quadrate 
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der Höhen und umgekehrt wie die Längen der- 
selben. 

Mit Beachtung des eigenen Gewichtes = G des Parallel- 
epipedutn erhält man zuerst die Momentengleichung 

iq-\-\lG^=^\ pbh\ sodann 



it q^iP^-iG. 



Zusatz.. Für die im vorigen §. durch absolute Zahlenwerthe 
vollständig bezcichaelen Grenzen ergeben sich die Werthe des CoefB- 
cienlen p nach der Tabelle §. 106. wie folgt: 

Für Hölzer: p= 1,521, für Schmiedeisen: p = 12 und für Guß- 
eisen : p = 3,3. 

Um hiernach das größte zulässige Gewicht =>= zu flnden, wo- 
mit man parallelepipedische Körper der fraglichen Art mit völliger 
Sicherheit belasten kann, wird es genügen für Hölzer den dritten 
Theil, für Schmiedeeisen die Hälfte vorstehender Werthe der Coefli- 
(äenten p in Rechnung zu bringen, so daß man aus t. erhalt : > 

6 / / 

(7 ** A . ML— i^ für Schnuedeefiseik und 

:=^ M . i^ = 0,55 -^, Tür Gußeisen *). 

6 / / . 

Beispiel. An einem scbmiedeeisernen Stabe, der mit einem Ende in ehier 
Wand befestigt ist, will man am freien Ende eine Last von 4Ö0 Kilogr. aufhängen; 
es firagt sich, wie maii dsn Qtterschi^lt dieses Stabes zu nehmen hat, wenn s^ine 
Uidge von d^ Wand aus gemessrai 0",864 beträgt und derselbe halb so breit als hoch 
gemacht werden soll? 

Au flu SU ng. Man erhält hier unmittelbar Cna^ch vorstehendem Zusätze), wegen 

/♦3 = 2 <?i= 2.450.864 und 

Ar= 91,95 Millimeter, wofür man A = 92 BliUimeter und sonach 
* — 46 HilKmeter nehmen kann"*). 

§. 111. 

Wir lasseu hier uoch drei für technische Anwcnduugeu 
besonders wichtige Aufgaben folgen. 

Aufgabe 1. Es soll angegeben werden, wie mau den 
Querschnitt' eines vierkantigen Balkens zu nehmen hat, der, 
aus einem, kreisrunden Baumstamme gehauen, die größtmöglichste 
respeclive Festigkeit zeigt. 



. *) Daß hierbei b, k und l gleichzeitig in Millimetern auszudrücken sind, bedarf 
wohl kaum ))e$onders erwähnt zu werden. 

*') Wie dieses Beispiel zu behandeln ist, wenn der Stab in allen Querschnitten 
gleichen Widerstand leisten, oder wenn derselbe sich nicht biegen soll, wird 
aus später folgenden Paragraphen leicht zu entnehmen sein. 
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Es sei ABC Fig. 82. der Quer- 
schnitt des Stammes, AE=^D des-t 
sen Durchmesser» ferner y die zu 
findende Höhe, so wie x eben so 
die Breite des zu iiauenden Balliens. 
Da die Länge des Balkens in 
jedem Falle dieselbe bleibt, so wird 
blos zu untersuchen sein, unter wel- 
/y? eher Bedingung das Produkt xy\ 
welches = % gesetzt werden mag, 
«in Maximum wird. 

Damit nur ein^ veränderliche Größe 
in Betracht kommt, bemerke man^ daß nach der Flgur|f 2=1>^ — x'^ 
ist, also 

«=rj>a^-.a?» folgt. ^ 

Dieser Ausdruck wird aber ein Maximum *) fiir ip = ——j 
woraus sich y=^D y^ ergiebt. r ^ 

Theilt man daher den Durchmesser AJE in drei gleiche 
Theile, errichtet in den Theilpunkten G und H Perpendikel GF^ 
und DH, zieht femer die Verbindungslinien AF* und DJS, so 
wie AD und F^E, so ist das entstandene Rectangel das gesuchte, 
indem sich zufeige dieser Construction die Werthe von x und y, 
wie vorstehend, finden lassen. 

Aufgabe 2. Eine rechtwinklige Platte, deren Material von 

ganz gleichem Gefilge sein mag, 
ist mit ihrer längeren Kante AF* 
horizontal eingemauert und an eine 
Ecke derselben bei E ein Gewicht 
Q aufgehangen ; man soll die Lage 
cPl der Linie BD, nach welcher bei 
fortwährender Vergrößerung von 
Q die Platte endlich abbrechen 
wird, so wie auch die Größe von 
Q für den bemerkten Fall an- 
geben. 

Setzt man die durchaus gleiche 
Höhe der Platte BF = Ä , so 
erhält man unmittelbar aus L 
110: 




*) Die Lehre vom Maximum und Minimum veränderncber Größen findet man, 
ohne Anwendung der Differenzialrechnung, behandelt in nachbenannten Wer- 
Ken, worauf hier erwiesen werden muß. 

Kaiser's bereits Seite 100 citirte Statik. 

Brix. Elementarlehrbuch der Statik fesler Körper. Berlin 1831. 

Schaffcr. Geometrische Aufgaben. Oldenburg 1816. 



Q = \p 
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GC 

Wird sodann ferner der unbekannte Winkel DBCj welchen 
die Linie BD mit der Kante BC bildet, mit a bezeichnet, so 

ist BD = , oder, wenn taa = x gesetzt wird, 

cos a 



BD = BCVl+x^; 

X 



x^ 



femer CC = HC sin a = ÄC -7= 

Führt man diese Ausdrücke in den Werth für Q ein, so folgt 

Der Aufgabe zu Folge wird aber jetzt zu untersuchen sein, 
für welchen Werth von Xy der Factor = ein Minimum 

X 

wird. Nimmt man diese Untersuchung vor, so findet sich, daß 
dies für 07= 1 stattfindet, wornach also ist tga=i 1, a=45^ und 

Aufgabe 3. Es ist eine Formel für die Stärke der Zähne 
eines gußeisernen Stirnrades zu finden, welche einen Druck von 
Q Kil. mit Sicherheit auszuhalten vermögen. 

Auflösung. Mit Rücksicht auf einen möglichen irregulä- 
ren Eingriff der Zähne und sonstige Zufälle werde angenommen, 
daß der ganze Druck Q, wenigstens momentan, nur an einem 
Ende eines betreffenden Zahnes wirke, weshalb man, nach vori- 
ger Aufgabe setzen kann, wenn h die Zahndicke (im Theilrisse 
gemessen) bezeichnet: 

Wegen Abrundung der Zähne und möglicher Abnutzung der- 
selben, wollen wir eine um y'^ verminderte Zahndicke eüifiihren, 
so daß man erhält, weU außerdem nach $. 106: p = 3,3 ist 

Q = -j- . (— Ä) « = —jiQ^' Ä», woraus sich ergiebt : 

Ä = 1,06 V^ Millimeter. 

§. 112. 

Hat man die respective Festigkeit parallelepipedischer Körper 
zu bestimmen, deren Querschnitte als aus Rechtecken zusam- 
mengesetzt angenommen werden können und die von der neu- 
tralen Schicht in zwei völlig symmetrische Theile getheUt werden. 
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so Bind die betreffenden allgemeinen Ausdrücke zwar leicht, aber 
nicht unmittetbar aus I $ HQ. abzuleiten, vjelni^r muB man 
hierzu die IjItMchung II ^ 109- wählen und daselbst T und g 
den spociellen FJIIen entsprechend bestimmen. Nachstehende 
Beispiele werden rur geeigneten Erläuterung dienen. 
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BeitpioL 2. Der QucrschniU 
Fig. Sä. 

S<>lil man hitr AC — DB — i, 
KM=I,', El = KF = SL = IIIi=h-, 

wegen J = i '. 

ii' — WH" 



fieliplal 3. Dor Kür|icr liat 
crs'cliDitl wie Flg. 86. 
Isl JB = C» = E/f = HC = * 

(r, well »io vorher 3 = il 



I krcuzrwmigcu 
= BÄ = E9 = 



Beispiel 4. Der Qucrscbnilt .1 
itaU con Fi|{. ST. 
Ist dB = CD = I'E = HG = (, 



;s Kürpcrs hat dj 
l« = Kt = lÄ" 

! — iJ'); 



Ferner 



^^tHJ + JU + P- 

i{*' + JC''-*'>i-'''(*-()|. 



155 



§. 113. 

Wir betrachten nunmefar die respective Festigkeit prismati^ 
scher Körper mit nicht rectangulären Querschnitten, so wie auch 
von solchen der letzteren Art, wobei die Seiten nicht respective 
vertikal und horizontal liegen. 

Begreiflicher Weise kommt auch hier alles auf die entspre- 
chende specielle Bestimmung der Größe T an. Um dies aber 
unter allen Umständen eben so leicht als schnell bewerkstelligen 
zu können, wird es nöthig zwei Hülfssätze abzuleiten. 

Erster Hülfssatz. Die Summe der TrUgheits- 
momente derselben Fläche bezogen auf zweiAxen, 
die sich in der Ebene der ersteren rechtwinklig 
schneiden, ist gleich dem Trägheitsmomente der- 
selbenFläche bezogen auf eine Axe, die im Durch- 
schnittspunkte ^er ersten beiden Axen normal auf 
der Ebene steht. 

Es sei i ein bei^ Fig. 88. in der 
Fläche liegendes Element, dessen 
Entfernung vom Durchscbnittspunkte 
Oder beiden sich rechtwinklig schnei- 
denden Axen XX, YY, nämlich 
^^AC'=^ {f sein mag. In O denke 
•^ man sich eine auf der Fläche nor- 
male Axe CZ. 

Zieht man von A respective auf 
XX und yy Normalen AB = u, 
AD==^v, so ist 







das Trägheitsm. des Elementes bezogen auf XX; 

» » )) » )) )) yy; 

)) » » » » » CZ. 

Nach geometrischen Sätzen ist aber Qa = wa-j-v^ daher 
auch »q»=Äm«-|-ttj«, ein Satz, der sich begreiflicher Weise ftlr 
alle Elemente der Fläche nachweisen läßt. 

Man kann sonach iiir die ganze Fläche setzen, wobei der 
Sinn des Zeichens ü von selbst einleuchtet, 

I. -2 («uQ«) = 2 (iMW») + S (uru a). 

Theilei^ die Axen' XX und yy ^ie Fläche in vier syme- 
trische Theile, so erhält man insbesondere 

II. 2(iiiQ2) = 22(/iiw*)i=22(iitv»). 

Zweiter Hülfssatz. Das Trägheitsmoment einer 
Fläche in Bezug auf eine beliebige in der Ebene 
derselben liegende Axe, ist gleich dem Trägheits- 
momente derselben Fläche in Bezug auf eine zur 



^ 
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ersteren parallelen Axe, die durch den Schwer- 
punkt der Flüche geht (auch in ihrer Ebene liegt), 
letzteres Moment vermehrt um das Produkt aus 
dem Inhalte der Flache in den Abstand der beiden 
gedachten Axen. 

Es sei T das Trägheitsmoment in Bezug auf die Schwer- 
punktsaxe XX Fig. 89, 2\ das in Bezug auf die zur ersteren 
parallelen, in -der Entfernung =e gezogenen Axe XX. 

Fig, 89» Denkt man sich wieder die ganze 

Fläche in ihre Elemente von der 
Größe { zerlegt und bezeichnet die 

JT— TT .i. '-^ ^ — ^~:^ normalen Abstände dieser Elemente 

über der Axe XX mit a?!, x% .,, a:^ 
unterhalb derselben mit ^j , y^ • • • ^i» 
T^ so ist oiTenbar: 

(1) r=2:(i>») + 2(iy«). 
Auf analoge Weise findet man ferner 

7^= \ >(« + ^l)' + «(^ + ^2)'--- +«(« + a?n)*> 

4- ^n — »yi — «y2 . • . • — tyn). 

Die Summe der zu beiden Seiten der Schwerpunktsaxe XX 
liegenden statischen Momente muß aber gleich Null sein, wes- 
halb man erhält, wenn man T aus (1) in letztere Gleichung 
einfuhrt und Jli=:F setzt 

Sehr oft braucht man diese Gleichung auch unter der Form 
IV. T=T' — e^F. 

§. 114. 

Respective Festigkeit von Körpern mit kreis- 

oder halbkreisförmigen Querschnitten. 

Für kreisförmige Querschnitte kann (auf elementarem Wege) 
die direkte Ableitung von T nicht ohne höchst weitläufige Rech- 
nungen geschehen, weshalb wir besser von dem Satze unter II. 
des vorigen §. Gebrauch macheu und zuerst Z (mQ ') bestimmen. 

Zu diesem Ende denken wir uns die Kreisfläche ganz so 
wie bereits §. 72. geschah, in concenlrische Elemente von der 
Breite = 8 zerlegt, so daß man für den Inhalt eines solchen in 
der Entfernung =a; vom Mittelpunkte liegenden Elementes er- 
hält: 2 8jt.j7 und sonach, wenn mit or' multiplicirt wird für die 
Fläche vom Halbmesser x: 

2 (WQ«) == 2 (2 8 Jt. jr») = 28 Jt 2 (ar*). 

Hieraus fmdet sich aber auf die jetzt hinlänglich bekannte 
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Weise verfahren: £(»iq^) =^•3tJ?^ ödes für die ganze Kreis- 
fläche von dem Halbmesser =:r 
(1) 2(iiiQ^) = i3tr**). 
Daher nach II. des vorigen §. das Trägheitsmoment in Be- 
zug auf die neutrale X\e des Kreisquerschnittes: 

2 7=1 irr*, 
(2) T=iitr*. 
Diesen Werlh in II. des g. 109. gesetzt und beachtet, daß 
hier zugleich g=r sein muß, erhält man 

Zusatz 1. Fär einen concenlrisch ausgehöhlten Gelinder er- 
hall man, wenn die innern und äußeren Halbmesser bezuglich mit 
R und fi bezeichnet werden 

r = j. jt (ß4 _ r^4), daher weil hier y = Ä ist, 



R.l 

Vergleicht man die Festigkeit eines hohlen Gjlinders mit der 
eines massiven von gleichem Materiale, für die Voraussetzung, daß 
beide gleiches Volumen besitzen, so ergiebt sich der Vortheil, den 
hohle Cylinder hinsichtlich ihrer respecliven Festigkeil gegen massive 
darbieten. 

Zusatz 2. Für Körper mit halbkreisförmigem Querschnitte ADß 

Fia 90 ^ ^'^' ^^' ^""^^'^ ™^'* zuerst in Bezug auf 

^' ' ^^=-— den horizontalen Durchmesser AB^ un- 

mittelbar nach (2), 

\(a ri = i.|3tr* = ^3tr4. 

\ ' Um hieraus das Moment = T auf die 

—g . L — durch den Schwerpunkt gehende AxeSS^ 

^^ ^ *^ zu bestimmen, benutze man die Gleichung 

IV. 8. 113, woselbst e= — nach J. 49, ferner F=I1ILzvl setzen 

3ä 2 

ist. Sodann folgt 

T^ Ort« — 64 .r4 = o^ii.r4**). 
723t 
Daher aus II. J. 109, wegen g = r — e= ^ (3:t— 4) _ q 57 ^ 



3ä 



^=0,193.p. — , oder genau genug 

V 

Hl. (? = 0,2.p!l. 



*) Direkte Anwendung wird dieser Ausdruck später bei der Torsionsfesligkeit 
finden. 

**) Dieser Werih für T wird auch für den Fall erhalten, daß der horizontale 
Durchmesser AB nach oben gekehrt ist. 
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Die Festigkeit des ganzen Gylinders mit der des Halbeylinders 
unter sonst gleichen Umständen verglichen, steht folglich in dem 

Verhältnisse von — : 0,2 d. i. 0,7854 : 0,2, d. i. ziemlich genau: 1 : j. 

4 
Da beim Halbcylinder gegen den ganzen Cylinder nur die Hälfte an 
Material erspart wird, so folgt hieraus von selbst^ daß die Anwen- 
dung von Körpern mit halbcjiindrischen Querschnitten nichts weni- 
ger als vortheilhaft ist. 

Zusatz 2. Vergleicht man die Festigkeit eines ganzen Cylin- 
ders mit der Qi eines Parallelepipedum von gleicher Länge und 
demselben Materiale, dessen Querschnitt ein um die normale Kreis- 
fläche des Cjlinders beschriebenes Quadrat von der Seitenlänge = a 
ist, so erhält man 

Jt 22 

•. QiQ^:ts= — : J *=a 3at : 1 6, also, wenn ä = rr gesetzt wird 

4 7 

Ol -=!*.(?. 

Zusatz 3. Wir sind nunmehr auch in den Stand gesetzt, die 
in §. 103. behandelte Frage, um wie viel die absolute Festigkeit 
eines Gylinders geringer ist, wenn die reißende Kraft im Mantel 
desselben wirkt, zu beantworten. 

Bringt man das dort erhaltene Paar, dessen Moment = 0^ war, 
auf die Breite = /, wobei /die Länge des Gylinders bezeichnet, so 

erhält man jlL als eine Kraft, welche den Körper an der Befesü- 

gungsflächc abzubrechen sich bestrebt. Fürs Gleichgewicht erhält 
man daher aus L dieses §. 

^=P i^, d. i. 0==^.«r», 
/ 4 / 4 

um diesefi Werth muß aber die absolute Festigkeit verringert wer- 
den, d. h, es ist statt IV. §. 1Q5., zu setzen 

— — Jtr* = pztrK woraus 
A 

= j pr^TC folgt. 
Es wird folglich für diesen «^speziellen Fall die abikolule Festige 
. keit um j- vermindert *), 

Bei Körpern von vorzüglicher Faserslructur (wie bei Hölzern) 
dürfte letzterer Werth noch geringer sein, weil sodann die weni- 
ger widerstehende Parallelcohäsion in Betracht gezogen werden muß. 



*') Für ein Parallelepipedum, dessen Querschnittsdimension b und k sind, und 
wobei die reißende Kraft in der Fläche b . l von der Axe um | A entfernt 
wirkt, erhält man auf ähnliche Weise, die absolute Festigkeit zu : 

Q=^p,bkf statt p . bh, wenn Q in der Axe des Körpers wirkt. 



Fig. 9i. 
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§. 115. 

Körper, wobei die Querschnitte Dreiecke oder 
Figuren bilden, die sich aus Dreiecken zu- ' 

sammensetzen lassen. 

Bildet der Querschnitt ein rechtwinkliges 
Dreieck ABC Fig. 91, dessen Höhe AB und 
Grundseite AC respective h und b sind, und 
wobei AC horizontal liegt, so finde man zuerst 
Ti bezogen auf AC wie folgt. 

Man denke sich die ganze Fläche durch 
ParalleUinien zu AB, in der gegenseitigen Ent- 
fernung =3? 6 gezogen, in Elemente zerlegt, so 
erhält man fUr das Trägheitsmoment eines der- 

fT i ! X^ selben von der Höhe =y (als Rectangel be- 

^^"^/^ ^ trachtet) in Bezug auf AC'jbg^. Steht y um 
die horizontale Entfernung =x von AB ab, so findet statt: 

h 
y:x=^h:b, d. i. «r = *t- • ^. Daher für letzterem Ausdrucke 

auch zu setzen ist t"7T'^*^(^)^» ^^^ ganze Dreieck folglich 
Y -TT- 8, S (a?*). Hieraus aber nach bekanntem Verfahren, wenn 
zuletzt b statt x gesetzt wird: 

Für das Moment jT in Bezug auf die neutrale Axe des 
Querschnittes ergiebt sich daher nach IV, §. 113, weil hier 




Letzterer Werth findet sich auch für den Fall, daß die 
horizontale Grundseite AC nach oben gekehrt ist. 
Sonach endlich aus II. §. 109, wegen g = ^h 

1- Q = ^^P' 



T~"« 



Letzteren Werth erhält man auch, unter, sonst gleichen Um- 
ständen, für jedes beliebige Dreieck, dessen Grundseite und Höhe 
respective b und h sind. 

Aehnlich wie beim Halbcylinder läßt sich auch hier zeigen, 
daß Körper von dreieckigen Querschnitten gegenüber solchen 
von rectangulären Querschnitten, unter sonst gleichen Umständen, 
für die Anwendung nicht vortheilhaft sind*). 

'') Anders würde sich natürlich die Sache gestalten, wenn man die Rechnungen 
für Belastungen anstellt, welche die früher bezeichneten Grenzen übertreflen, 
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Zu salz 1. Bildet der Querschnitt des Körpers ein Rechteck 
Fia 92 ^ ™'^ horizontaler Diagonale AC = d 

•'• • -* Fig. 92. und der Höhe BE = DF=h, 

so erhält man T=^-^^dh^y d. i. we- 
gen ^ = ^ Ä 




iP 



l 



Zusatz 2. Bildet der Querschnitt des Körpers 'ein reguläres 



Fig. 93. 



\ i A I 



/ 



/ 



Polygon, z. B. ein reguläres Sechseck Fig. 93, 

so leitet man zuerst das erforderliche T am 

,^—^^ einfachsten wie nachstehend ab. Man zer- 

// \ \ ''j\\ lege das Polygon (wie die Figur zeigt) in 

// \ 1/* .^ ! \ \ Dreiecke, ziehe die Normalen AC und BD^ 

. setze AC=^hy AB=^a und den Radius des 
\ umschriebenen Kreises = r. 

Das Moment der Fläche ABCD ist sodann 

, , in Bezug auf CD nach §. 110:^aA3, das des 

7 Dreiecks CBD nach (1) dieses §.: ^^ ah\ folgl. : 

das Moment des Dreiecks ACB: \kk* — xV ^^' 

" = I ahK 

In Bezug auf eine in C normal gedachte Axe erhält man ferner 
für das letztere Dreieck nach I. §. 113: 

Letzteren Werth 12 mal genommen giebt- das Moment des Poly- 
gones: flÄ(3a* + Ä), oder wegen a = \ry Ä = irV^3 auch 
(1) ir»|^3(?r« + -ir«) = |K/3. 
Daher sodann, zufolge 11. $.113, T bezogen auf die neutrale Axe 
des Querschnittes: 

r = -j^ r«. Y^j 80 wie endlich, wegen ^ = A = j r /3 : 

= |P^ 



d. h. wo die Kraft zum Ausdehnen der Fasern nicht mehr gleich der zum 
Zusammendrücken angenommen werden darf. Sind solche Belastungen noch 
zulässig, 80 würde es für Hölzer am vorlheilhaftesten sein, die Dreieckspitze 
nach oben, Tür solche ans gegossenen Metallen aber nach unten m kehren. 
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' §.116. 

Körper, wobei die Querschnitte eine, nicht symme- 
trische aus Rectangetn zusamni^iigeseft^zrtQ 

liGestalt besitze«. . : . 

Fig. 94, Von den hierhergdiörigerf' taannigfachen 

it. Formen, wie sie bei 'iechnischeh Constructfo- 
nen vorkommen, wird es für gejgenwärtigem 
Zweck hinreichen einen Fall zu behandehi, 
wozu Wir den wählen, duß die-Quersefanittsform 
des K(irper9 ein lateialMhes *f Fig. 94: bildet. 
' Für die in uriiserer Figiir beigeschriebe- 
.^^ ' '"'H^H^-*- nen ' IMmensionen erhält tnan zuerst 

Trägheitsmoment des Kopfes (der Platte) 
bezogen auf die Axe durch den Schwerpunkt 
des«ßlbea: 

Dasselbe Moment für den FuB (die Rippe) : 

Beide . Momente sind nun auf die durch den Schwerpunkt 
der ganzen Querschnittsfläche gehende Axe SS zu reduciren. 
Setzt man deshalb die noch unbekannte Entfernung der letzte- 
ren vom Schwerpunkte des Fußes 3= x, so folgt unmittelbar aus 
in. §. 113: 

12 ~^ 2 



Das reduz. Moment der Platte:. 



ir)«W; 



» ' 



» 



» » Rippe: "Y^ -f-jr^cÄ. 

1 Z 



Das erforderliche Trägheitsmoment = T ist sonach : 

1 « ' .if' 

Die Bestimmung der Größe x geschieht sehr (»bifach mit- 

tels der statischen Momentcngleichung hd — -^- 1- JA X Null 

=3= a? (M -f" ^'^)» woraus man erhält: 

_ h{d'\'h) 

~2(^ + Ä)" 

h 

Durch Subst. von T in IL §. 1 1 0, wobei ferner |jf «= -r + ^ 

zu setzen ist, erhält man endlich Q^ oder die respect. Fertigkeit 
des fraglichen Körpers. 

Zusatz. Die&dben Werthe für 7 und Q ergeben sich auch 
bei umgekehrter Lage des Querschnittes, d. h. wenn der Kopf zwar 
horizontal, aber nach unten gerichtet ist. 

11 



X 



m 

Wichtig durfte es für praktisf^he.; Anwendungen sein, in letzterer 
Beziehung hier noch Folgendes i^nzufuhren. 

'Ueber diV^tfereits mehrfiicli erwähnten GVänzöii 'hinaisfind^l 
sich dcfr Salz, daß ^ler'Traglf che Kölner in- fiferaen'E9g'<itte^^^ gegen 
seine Längenrichtung aorniAlwffkenden'' H^nrft gleichen Widerstand 
bietet u^i,,:f.w9^t^/lm,ß/fi,]p^^, je ,1^^ Kr^fl^ def^omrot, 

Tür welche der wirkliche Bruch e^fölgt.^ 

Für derartige aus Gußeisen geDildiete Korper lehren sorgfältige^ 
T<>rsuche, die Fairbairn und Hodgkihson abstc^lUen, ^im Allgemeinen 

folgendes. '•' ' -- 

' ' '1. Obigor^S^tz ist sohoD 'nicht' mehr «anwendb^t^ für Belasiun- 
geo» die ungeflh»'^ deiJ0ik%«ii/b«lr«9eDt. wofür der Bruch bewirkt wird. 

Z ; M'iti auf zwei hpfizoolale Slüti^cn .gelegter gußeiserner in der 
Mitte belasteter Körpier von gedacJiter. Querschnittsform brach in der 
f^age X hei einer durchschnittlich viermal kleineren Belastung, als 
w6nii derselbe in der l^age i der einwirkenden Kraft unterworfen 
wurde. 

3. Für gußeiserne Balken Ton der^Ui^rsofanittsforni eines dop- 
pellen X '^>>'3 daher, wenn' diese gegen Ausdehnung und Zusammen- 
druckung (wie Yorbeai^rjttiipfgelegt Modsbeliislet) gleichen Widerstand 
leisten sollen, der Kopf schmäler (und ^ dünner) sein müssen als 
dei: Fuß. r . , 

Man erreicht dies ^' wenn dem Fuße (ungefähr) 6 mal so viel 
Masse gegeben wird als dem Kopfe*}« 

Respective Fesitigk^it von Körpern, welche^' mit 
bV^ldeu^-^ndeii aufliegen oder» d;as.elbsit: b«fe-' 

9tigt sind. 

Bis auf di^' am £nde/des yorigeii §. gemachten Bemer- 
kungen dachten y^ir^ uns bei den übrisen .Betrachtungen den 
prismatischen Körper odei* Balken mit der eineil Endfläche 
be(eatjgt und am . freien Ende: die brechende Kraft wirkend; 
untersuchet wir jetzt die Fälle, wo der Balkan mit beiden Enden 
aufUegtcdtor befestigt iat ._ -. 






Es wird nicht ohne ifufzen sein, hier die i orzöglichsten Haße des gußeisernen 
Balkens anführen, welcher bei fem Versuche zu dem letzl^edac|iten Resultate 
führte. Es betrug in Millimetern die ganze Hohe des Quersthnitteä': 103,2; 
die Breite der rectangulären Kopfes: 59,2, tiessen H5he 7,87; die Breite des 
Fußes: 169,4, dessen Höhe: 16,91; die Dicke des rertikstlen Mittel- oder 
Verbindungsstückes : 6,67. Der Kopf hatte \dntchws gleiche Querschnitte, der 
fuß nur überall dieselbe Höhe, während die Breiten nach den Enden hin ab- 
nahmen Cl6&^ in djßv MHteD ^fid.die Hoiizontalprqiection eine an den Län- 
vonseiten von zwei Parabelbogen eingeschlossene Fläche bildete. Bei den Ver- 
suchen lag der Balken, a^qf zwei Stützen, welc^ um die En^feriiung 1",372 
von einander abstanden. Das Gewicht des Balkens betrug 32,19 Kil. und der 
Bruch erfolgte bei einer Belastung in der Mitte von 12026,IB Kil. In Betreff 
Weiteres über diese ifl(erjesaanten| up^in^c^^rtlrvoUen Versuche mü#9C9 .wir auf 
tblgende Werke v(n'\Ye]S^n. j ' 

Memoihi öf Mailche^ter Philosophfcäl Society, vol. IV. p. 453. 

Combes a. a. 0. Tome I. pt. »571.« - ■ - • - * - * 
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(3r.' A. ' A Z^unflctet denkep^wir uns 

f CXy . 9 K 1 ^en :Baik6o\v4il.'iBig. MB4 in 

•^1 ' 'jtk- hQri2ontalgßr^:Lage> äiif fwte 

^>^i ^ (o ' i^SÄltEMi'JlfjImd AT gelegt :«id 

t-jt- -y ..--»■ — "^ an einem Punkte C dessel- 

A I ^ 7i \h«n ^tilGewtebt ^ ange- 

^v I c/K^ rlxracht, welches denselben zu 

G^ - zerl^rechen,- strebt. 

Setzt man die Entfernung A&^a^ CB==^ai, behält man 

aber sonst die frühere Bezeichnung bei, so daß a -|- «i = / ist, 

so erhält man nach $. 21. fßr die auf die Punkte A und B 

JlcHtttseoden Pressuqgeii. * 

Denkt matt sich' fttnt^r deiü' Balken in C gehörig unterstützt 
^iiid'hlnimt -^T' und ^f -' alt ^atir\VÜ*ts Wirkend an, so wiWI man nach 
dem Bisherigen setzen können*' - ' 



a Ui 

yergleifiht man di|B doppelten. Jtjr^ .und ^r ^efundenpn 
Werthe mit einander, so erbäU man in beiden F^illen 

oder; ^eir <ii=if— -ir, '"'' '" ' " / • = • '• ' 

Setzt man noch, w^in E die Mitte des Balkens ist, CE=d^ 
so wird.a = -J/ — ff' ^i =='='4/'4~.4 ^^^ 

Für d = o ist der Nenner dier letzt^reü Gleichung am groß- 
len, . so daß der> Balkien -am Wi^nigaten. tr)igt, wenn ^ in der 
Mitte desselben /wirkt. Für letzteren fall wird aus III: 

IV. « = t;».-^. 

• . In Vergleich mit I. '§. ilOi 'erkennt man aber, d;^ die 
reispedtive Festigkeit «ines mit bdden Enden ft^ aufliegenden 
Balkens viermal so groß ist,- als wenn derselbe mit einem iBndl 
festgehalten und an dem anderen mit demselben Gewichte be- 
lastet wird. 

Hat man das Gewicht = G des Balkens zu berücksichtigen, 
so mögen g und gi beziehlich die Gewichte der beiden Hälften 

11* 
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a und Hl seifi. Von A wird sodann | g, von O gleichfalls |^, 
von; B ahen.^ g^^ sowie*, von C wieder i g^ getragen, so daß 
wai O ^eiAiwSi^i ^ {g -^ §\) = \ G Vommi. Man erhält dem- 
jiaeh aus einer der vorstehenden Formeln, z. B. aus I: 



hlh 



aai 



V. Q=iP~ IG 



aßi 




^^.95. 






J..... «;z. 



M 



S 



+C 



§. 118. 

^ Ist der Balken mit beiden Enden 
hinlänglich fest eingemauert, so kann 
man annehmen, daß er an den drei 
Stellen Ar B und C zugleich brechen 
wird, wenn Q eine hinlängliche Größe 
erreicht 

Bezeichnet man deshalb die Kräfte, 
kwetdie in den Punkten A, B nnd C 
den Bruch erzeugen, mit y, gi und g^ , 
behält man ferner die bisherigen Bezeichnungen bei, so folgt 

Es muß aber Q diese drei Brüche zugleich bewirken, dahpr 
auch sein 

blh* 

I. Q=s^p ^ ; oder, wie in III. des vorigen .$• 

^ ** '^ aai 

Für d^asso wird die brechende Kraft wieder am kleinslen 
und zwar zu ^ 

£s trägt also der Bialken in diesem Falle 8 mal so viel, als 
wenn er mit einem Ende . befestigt ist und am freien Ende das 
brechende Gewicht wirkt 
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Zoiatz. für äoa Fall, daß der Bai-* 
ken «Hier einem Winkel BAD^^a gegen 
(Jen Horizont geneigt ist , kann nurc di§ 
winkelrechte Seitenkraft CG = cos a auf 
den Bmch wirken, indem die andere Sei- 
tenkraft - CP = Q sin a die rüekwiikende 
Festigkeit in Anspruch nimmt; mav erbilt 
demnach aut*!. 

oaicosa 



§. 119: 

Wirkt endlich die brechende Kraft nicht m bestiminten 
Punkten, sondern ist dieselbe gleichförrmig Über die ganze' Länge 
vertheüt, so läßt sich der entsprechende Ausdruck für Q, "wie 
nachstehend, finden. 

Man denke sich den Balken in zwei gleich lange Hälften 
zerlegt, so daß jede derselben -^ zu tragen hat. Da aber . ifi 
jeder dieser Hälften ebenfalls gleichförmige Vertlieilung statt- 

9 

findet, so wird auf jedes der Enden -j- als Tragkraft kommen. 



Diio. beiden 



1 



w«ilc^ auf die s^filegei^^en Qnden. zi^. rech- 



nen sind, kÖnne[n Jedoch zum Zerbrechen nichts 'beitragen, so 
daß fUr die in der MJlte ' auf den Bruch wirkende Kraft veti>leibt 

4^4 



O ' Q 

>^k Setzt man daher in die früheren Formeln -^ 

statt Qt so erhält man Werthe, welche der hier angenommenen 
Voraussetzung entsprechen. Z. B. aus III. des vorigen $, 

^Q \ bh^ 






i 



u. s,.w. 



Der Balken trägt also doppelt so viel, wenn die brechende 
Kraft gleichmäßig über seine Länge verfheik ist, als wenn die- 
selbe in irgend einem Punkte der letzt^en angebracht wird. 

Körper ron gleichem Widerstände. 

§. m* : 

Yon besonderer Wichtigkeit sind sehr oft diejenigen Körper, 
die in allen ihren Querschnitten einerlei' Festigkeit zeigen, oder 
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dio Kärper y«ii {gleichem Widerstände. Aus dem.Vor- 
«fehcnden eVittMtl fich nSmlich, daß der Bruch bei Körpern von 
durchaus gloichen Uüerschnitien immer zui^chst der Berestigungs- 
flücbe odqr an, dem PuDkle erfolgt, «0, das brechende Gericht 
(f ai^ebiwAt ist ; die von diesen fiL^eu entfernten Quersehnitte 
besitzeB daher eiiie unnütze Größe, die mao zu vermeiden suchen 
muß. Fmdeu wir daher da> Geteta der hierbei nölhigen Ab- 
nahme der (Verschnitte. 

Behitlt man die bisherigen Bezeichnungen bei, setzt aber 
Tilr irgend einen Querschnitt, der bei den mit einem Ende be- 
Testifften Körpern von der Befestigungsebene, oder bei aufliegen- 
den Korpern von dem Punkt«, vo ^ wirkt, um jr entfernt ist, 
4ie Jlöbß, csy, die Breite x=s«, so ertiSlt man für Parallelo- 
gramme [mit borizontjitea und vertikalen Seitei;^ die Bedingui^— . 
gleich ung 



ÄA* xtf^ 





<"— = 


Bben si 
bezächnen. 


für Kreise, 



1 r und ff die bezUgiicben Radiea 



■ '» - 



S. 121. 
■ 'Nachstehend« Au^|ab«n fMgeti zur' woitercn ErKluterung^ <te^ 
Tor^en S. dianeo. 

Aufgabt 1. Dec Körper 
Fig. 97. sei an einem Ende be- 
fssUfft, am andern Ende wirke dio 
brect^ende Kraft Q, und seine 
Querschnitte, rechtwinklig inf 
AC, mögen Reebtedie von gleicher 
Breite = ä sein. 

Für diesen Fall ist AB=fh, 
AC = ti % ^ b und deshalb, 
wenÄ iWjV «in beliebiger Quer- 
schnitt ist, nach (t) 

■',/,;,„■; " \^^isl. ''..'',.' 

I ■. . ' , -t . ..«. '■ ■ 

Die Begrenzungslioie iK? ist 4aher eine gemeine Parabel, 
dcreB Scheitel in C liegt und äereu Parameter -j- ist. 



K7 

Aufgabe 2. Ueber dea 
f^leicbfalb mit einem Ende be- 
festislen k#rpa^ Fig. 93. sei en 
fiewjcbL Q ^eichtnilBig verbrei- 
tet , «eine Querschnilte mögen 
irieder Rechtecke von gleicher 
Breite ^ 6 bilden, eben sa sei 
AB = h, ÄC = / und für ei- 
nen JieUebigMi Quenchnitt MN, 

Ist if dsK Ge#fofal, -woiAil die 
Langeaehtheit belastet ^ird; so 
muft man fDr den ganxen lUrper erbalten 

., (l)'lV™*p-p- :■■ ■' -■ i ■ ■ ■ '!■■ 
Für' den kürper VMlf ' ' ' ' ! 

' ■■■■ _ -(«Ij^y^lj;'-^.,,^, ■;' ;■ -^^ :;V, 

:Da Mcb ddr Vot-flUssdUiw« [\\ lind (3) gMch'vgroe/skd,:«»; 
erhall man ans -der Vergleichnng dieser beiden WorLhe 



Die Begreniutlgslinie BC &t also in diesete Falle ^iue ge- 
rade Linie. > 

«TT. na . Aufgabe 3. Der Körper 

vj^ ' ^' tJi' ", t5&'' ißi"i™ frei auft seine Quer- 

' ^ ^ schnitte mSgen ebenfalls Recbt- 

.— ^ ^ eoto tten gMohw Brnita' = b 

SO -f^ ^eio, und einem tiewiefaU ff 

soUj w^m maft sich dasselbe- Ubbr die <L3Bge nach und na(fa<, 
fortbewegt denkt, Überall mit gleicher fffitij^eft dks Gldiftge-^ 
wicht gehaltet werden. ■ . . 

Es sei ^C = J>C'*ö>^f='»t Cß'=^h und Wr einen be^ 
Mebigen Qutfrschnftt MN, GX^^x, MNat^t/: ■' ' 

Aus I. S- 117. erhält man unmittelbar, IndeU'M-^^^ Rb-ff.' 
a — ;r für «, gesetzt wii-d. 

Hieraus aber 



im 

wob^ natürlich ^-ein^ consieante Größe sein muß. 

Für jr = ö muß ^ s=r ^ sein» da|ier auch aus (f) 

h^ 6 0' 
(2) — —SÄ — jL, demnach auch, wenn dieser Werlh 
a^ . P Ol 

in (I) gesetzt wird 

• •■ Dia Begreazungscurve ADB ist also eine Ellipse, wovon 
die hallte große sAise t^'a^ die iialbe kleine Axe =A ist 

Bei allen bis jetzt betiibehteteo Kj9rpem ¥on gleichem Wider- 
stände lief das eine Ende oder beide Enden in eine Schneide 
aus, wa» jedoch in der Regel zu^ pivKtisfhen Unmöglichkeiten 
führt. In solchen Fällen kann mai^ tSich auf folgende Weise 
helfen. ♦ 

Soll im letzteren Beispiele . die kl^in^teMHöhe nicht Null, 
sondern CC'=^c sein, so erhält' man, wenn jetzt M'N=tß 
und JfJV^iasy^ gesetzt wSrd^ ^-f^eals Höbe; dalier aus i III. 

Hieraus femer fiir y^=:o 

als Abscisse d^r Punkte A und J9, von wo aus die Höhe, un- 
verändert = c bleiben soll.^ 

Nähere Betrachtusgen der Biegungen, welche ' dem Bruche der 

Köpper Yorangehen. 

.. '.."' .. ":". S' "122. 

Ba e« noh 9^r «ft darum häiideU» die Größe der Bieguirg 
za besliramenv welche : dem Bruche eines jeden elastischen Kör- 
p«» vorausgellt, so mögen die vorzüglichsten tlniersuehungen 
hiecüber nachstehend feigen.' / 

Vor Allem ist hierzu nothwendig, die Ge^lt der Gmire, der 
elastische Linie, zu bestinmiea, welehe^die Dtoirchschnittslinie 
der Yertikalebene mit ^dor ^eutrsden: Fj^prsdbii^bt des Körpers 
bei der.Bie^og bUdet 
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6^JiOO. 




Es sei deshalb BZ 
Fig. 100. die Richtung 
der zunächst nur an 
einem Ende B befe- 
stigten gewichtlos ge- 
dac^tei^ neulralflo Faser 
Cr, ^ AB im natürlicben oder. 
Q ^ i^ngeibogoneU' Zustande. 

Durch ein an dem anderti Ende A dersefb'en angehangenes 
Gewicht Q und femer ein Ober die ganze LUnge gleichmäßig 
verbreitetes andei'es Gewicht, wovon auf Äe Längeneinheit 'der 
Theil q kommt, erhalte die Ftfser die Gestalt der elastischetl 
Linie AB, 

Um die Gleichung dieser Linie abznieiten, sei die dureh-^ 
gezogene Horizontal Knie AC die Abscfssenate d^s rechtwmke- 
ligen Goordinatensystems , so ¥ie A der Ursprung desselben/ 
FQr einen betiebigen Punkt E der Curve, dessen KrUmmmigs- 
halbmesser == q i^, sei ferner AF^^Xy FJ^ = yf überdieß die 
größte Ordinate SC =9 u und ÄCtss^a. 

Nimmt mm 4^e Knlnfmung .4or fiurve ^o gedng aa, daß 
die Horizootaiprojection AG ohne merklichen FeUer als l.UBg4i 
derselben angenommen werden kann, so wild man für das Ge- 
wicht des Bogen s AE = s .deü Werth gq^ setzen können, so 
wie für das statische Moment desselben in Bezug auf den Punkt 
A, i^eai»:num das gedachte &e#icht in der Hälfte von ^iT wir- 
kend annimmt, ^ gx\ Das Moment von Q, auf die Entfernung 
AF bezogen, iat aber Qx, daher die Summe =s± M beider 

Jlf afc: Qx -j- l qx'^ ; 

folglich auch das Elasticitlitsmoment nach IL %, 103. 

(1) W=f^M^ii[qx'\'\qx% 

Es -sei nun femer BIO die geometrische Taugente des Punk- 
tes £, so wie HL die eines zweiten Punktes JET, der so nahe 
bei F liegt, daß dessen Abszisse um den unendlich kleinen Theil 
IF=b. gfößer als x, also d?-|-8 ist. 

Für diese Annahme erhält man aber nach der entsprechen- 
den Note des $.108 

^"=±1-1 —y 

■ ^^ Ct.— ai • 
wofUr man, wegen Kleinheit 4er Größen» setzen kann 

Wird dieser Werth in (1) oiBgefilbrt, so folgt 
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fiowie hieraus 

,.(2) ±('^-/^.)=-^.*8 + 'y^.ar»8. 

' ' Setüt man in diesem Ausdrucke für x auf einander folgend 
8, 28, 38..., so muß der rechte Theil die Summe der GröBeü 
sein, um weldhe sieh die trigonoipetrische Tangente des Winkels 
ändert, welchen die geometrische Tangente in den verschiedenen 
Punkten mit der Abscissenaxe bildet» Was sedann den Uliken 
Thcjil der Gleichung betrifft, so bezeiclme C die trigonometrische 
Tangente für den Endpunkt A, wodurch die Summe der Aende-- 
rungen in diesem Theile C — tgtL sein muß, weil jedenfalls, dier 
trigonometrische Tangente des Punktes A die größie ist. 

£^ folgt demnach, wem^ man die durch die. SubsUtutipn 
entsteheiiden Reihen. Entsprechend summirt und zuletst i||8 ^filr 

X Set?t ■ ^ ..,. , • ' •••;•'. 

• '• • (3) 0-tg^^^,.a^y+-^xV ' . \ ; • Z 

>(>') Uini O nllhep 2U besämmen, bemerke ma<i, daft, li^nta man 
j^stss« setzt, i^ec=£o werden mu&, demnach ftlr diesen Fali '- 



Setzt man diesen >Verti^. in (3) und ordnet entspriMs^Qd, 
so folg]!, 

HK 8 

Der Figur nach ist aber tga= = g^^ » deshalb auch 



Wi^d hier nochmals 8, 28, 38.:. für a? gesetzt, so ist djör 
linke Theil der Gleichung, die Summe von EK, als die Ordinate 
EFt=:y anzusehen, demnach, wenn sonst wie oben verfahren 
wird, 

die gesuchte Cooi^dinatengl^ichung der elastischen Linie. 

Die größle<wOrdinate = u, oder die Tiefe der Einsenkung 
der elastischen Linie findet sich ana- der allgemeinen Gleichung, 
wenn man nämlich x=»a aetat» zu . 
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*'• " — ■STiF T^ o rar 



Für deB Fall, daß in I. und II; ^ =30. ist, ethSM man 

IV. « = -S^. 

Ist dagegen Q = Of so folgt 

V. «= — ?^(4a»--ip»)r 

^ 24 IT ^ ' 

Aus der Vergleichung . yon IV. mit VI- fpigt^aber, wenn 
man Oberdieß Q=iqa setzt, daß sich : die größte Ordinate für 
den ersten Fall zu der des zweiten wie 8:3. verhält, die Ein- 
Senkung also weit größer ist, wenn ein und^ dasselbe Gewicht 
an, dem Ende aufgehangen wird, als wenn es Über die ganze 
Länge gleichförmig vertheUt ist. . . .. !. . / 

I ■ • . , ' • • I ■•.■ •• ' .' ■ • ' ' ' I ■ • ' i:«" 

• ^^ ;^ Liegt di<^ elastisch»' PA$eir 

^ e/^. iOi. ^ wie in tig. iOl. mit beia^ 

^^^^^^!.l^ "%'" •— •*-^^^,.^ Enden auf, und ist das Ge- 

^ wicht (^ in der Mitte auf- 

^ii gehangen, so lassen sich die 

entsprechenden Gleichungen unmittelbar aus dem vorigen §. ab- 
leiten. ' \ . • ' 

- '; L'» • I ;' ■ : ;. .j • ' ' ;• • 

Das Gewicht ^ und das gleichförmig verbreitete Gewicht q\^ 
wenn , nämlich / die Länge AB der Fa&er beze.ichnel, erzeugen, 
wie leicht ^nachzuweisen, auf jeden der UntersitCitzungspunkte^^ 
und B die Pressung ^ ($ -|~ 9^ ^^^ kann aber auch; ^^ 
StOtzen wegdenken, die Faser in- C fest,gehalten und in A und 
B die bezeichnete Pressung aufwärts wirkend annehmen, und 
man wird dann für gegenwärtigen Fall in I. des Vorigen §. 
\{)^-\' ql) statt ^ zu setzen haben. ' Was . den zweiten- TheÄ 
der allgemeinen Gleichung betrifft, so muß- dieser, nach der 
^egenwilHigen VoraussetKuog^ negativ genommen wenden, da der- 
sidlbe'^f al^ Factor ^nth8lt,> welches der Natur der ^che-ixiK^h 
vertikal abwärt8,Mal9o^ j^^ -4^ ^0 entgegengesetzt wirlfit. Soiiaeh 
erhält man aber, wenn .zugleich beachtet wird, ^ daß | l statt a 
zu setzen ist, , . 
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Eben SO' folgt die größte Ordinate, wenü o» ^^^ | / gesetzt 
wird, 

Für den Fall, daß ^ = o ist, erhält man aus f. 

III. y=^(»/^^|^^)4r; 

IV. tt=^^i_ 



48ir 

Für 9 = 0, wird 

:• ■' VI «=J^' •■ • •••■'■ 

Nimmt man in IV. und VI. Q=pl an, so ergiebt sich das 
Yerhältniß der Senkung in beiden Fäflen wie 8 : 5, d. h. wenn 
ein Gewicht gleichförmig über die ganze Länge vertheilt ist, so 
ist die Tiefe der Einsenkung, bei sonst gleichen Umständen, nur 
^,yfm dßF. Einsenkupgf iveiin ein eben so großes Gewicht in der 
Mitte angebracht wird. 

§• 124. 

Mit Hülfe der Formeln in den beiden vorstehenden Para- 
graphen lassen sich die meisten der bei Constructionen vprkoni- 
menden Fragen leicht beantworten, wenn man nur für das £la- 
sticitätsmoment W die entsprechenden Werthe einführt. 

Ist z. B. der Querschnitt des Körpers ein Rechteck, so folgt 
aus 11. §. 108. ttnd (2) $. HO. und wenn sonst die früheren 
Bezeichnungen beibehalten werden, 

Ist aber der Querschnitt ein Kreis, so erhält man nach 

W=i Er* jc. , 

Liegt daher eki prismatischer Körper mit beiden Enden auf 
und: ist derselbe in der Mitte mit einem Gewichte Q belastet» 
so folgt aus IV. $. 123. die Tiefe der Einbiegung 

[\) K=: .^,, ■ > wenn der Querschnitt ein Rechteck ist, 
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(2^ u = — ^ ^^ einen kreisförmigen Querschnitt.' . 

^ ' i2Er*zt 

Hat man, um die Tiefe der Einsenkung zu berechnen, das 

Gewicht = 6 des prismatischen Körpers zu berücksichtigen, so 

ist nach Vorigem Paragraphen | O dem Q beizufügen, so daß 

man erhält. 

(3) fit=s ■ "tl J — flhr den rectasguiareni Querschnitt 

(4) ng-s \V\t^} — für den kreisförmigen Querschnitt. 

Aus diesen Formeln erhellt zugleich, wie man den Elasti- 
citätsmodul J?, dessen Werth für verschiedene Mafierialien in der 
Tjdi>eUe des $, 106. angegeben wurde» durch Versuche zu be- 
stimmen im Stande ist. 

Beispiel. Ein aas Eichenholz ^exinunerter .Balken, der 6", lang, 0^,2 hoch, 
0",16 breit ist nnd mit seinen beiden Enden frei anfliegt, soll in der Mitte mit einem 
Gewichte belaste* weHüsR, welches ihn daselbst nicht mehr als 0",e2 senkt tdmtJh» 
biegt) ; wie groB darf man dies Gewicht nehmen ? 

AaflSsnng. LSBt man das eigene Gewicht des Balkens unbeachtet^ so «rüält 
man nnmittelbar ans (1), wegen E = 1300, nnd wenn man der Sicherheit .wegen von 
dieser firöB« den dritten Theil in Eechaung bringt. 

_ A.433.160.(200y.«) _ j^ 3 g„ 

(«000)ä * »,» »• «» ». ».. 

* . < . 

Die rückwirkende Festigkeit. 

§. 126. . V 

Bei den Untersuchungen über rückwirkende Festigkeit Ren- 
ken wir uns senkrecht und frei stehende prismatische Körper, 
deren c^ere, geraden Endflächen gleichförmig durch Gewichte 
beiastet 3iiid. Bei entsprechender Größe oder Yermehrimg dieser 
Gewichte muß eine Trennung der Theiie» eine völlige Zerstörung 
dieser Körper erfolgen uud zwar durch unmittelbares Zerdrücken 
(Zerquetschen, Zerkleinen) des Körpers, ohne ihn vorher zu bie- 
gen oder durch Zerdrücken und Biegen zugleich,^ oder endlich 
durch das Biegen (Zerkuicken) allein. 

Alle ältere wie die neuesten Versuche "*) Über diese Art 
von Festigkeit zeigen,^ daß, sobald die Höhe der Körper ein ge~ 



*3 Unter den nenesten derartigen Versuchen verdienen vor allem die des Englän- 
ders UodghinsoH rfihmitcbe Erwähnung. Derselbe f^nd zu gleicher Zeit, daß 
die beim 2erdräcfc«B Churur) Körper erhaltenen Bruchstücke Keile, Pyra- 
miden-öder Kegel bildeten, deren Seiten xu ihren respectiven Basen unter 
ciemlich konstanten Winkein (von 4B bis 68 Graden) geneigt waren. Ein 
anderes beaehtangswerthes.Ergebniß dieser l^ersiicbe ist das, daß die Zer- 
drüchungsfestigkeit (kurzer) Hotobalken (bebünener Stänump) im feuchten (nicht 
trockenen) Zustande nur die Hälfte- ron der beträgt, welche dieselben zeigen, 
wenn sie völlig trocken sind. 



N 



in 

visses Vielfaches ihrer kleinsten Dicke nicht überschreitet, die 
Trennung oder Zerstörung allein durch Zerdrücken (in' entspre- 
chende. Stücke) erfolgt» ohne da0 jcuvor eine (merklich«) Bie- 
gung eintritt und daß sich die; "VVld^r^itände» . weich^ Körpej; yon 
gleichem Materiale unter. |)ejuerkter Voraussetzung zeigen, wie 
ihre normalen Quersclinittsflachen zu einander verhalten* 

Bezeichnet daher A den Querschnitt eines solchen Prismas 
«i'QHadratmlllimetefti actegedriiekt, femer m% die' Kraft in Kilo- 
grammen, womit Körper von gleicher Materie bei 1 Quadrat- 
i^^^j^eter Querschnitt ; zerdrjlckl. werden, so erhü^t man fUrs 
Gleichgewicht die Kraft = Q zpm :Zerdrüöken des fraglichen 
Körpers, oder dess^p rückwirkende JT^esügkeit, zu 



' ^ossi tn^ ,'A. .' . •• f. •:,.'•. 

" In nachstehender Tabelle sind dier atis Versuchen^ geftinde- 
nen Werthe von tnt' für einige in der Technik besonders- oft 
irorkommende Körper verzeicfihi&t ■ ' 



Werlli von m^ •• 
in> Kilogr. 



Name 
^ d«8 Körpers 



Werth von »«a 
in ^Kiiogr. 



NJBime 
des Körpers 



.Um 



Basalt 

Granit 

Gneiß 

Kalkstein 

Marmor 



16 bis 20 

^4 ., , :7 

3 „ 4 

1 „ 4 

3 „ 8 



Sandstein 

Ziegelsteid 

Eichenbolz 

Tannenholz 

Gußeisen 



2' bte 8 

0.4. „ 1,7 

3,8 „ 4,6 

4,6 ., 5,4 

50 „ 100 



Von diesen Coedficienten hat man, um sicher zu gehen, bei 
Steinen und Ilöleem ^^', bbf Gußeisen^ in R^bnnng tu 'brin- 
gen. Ueberhaupt dürften aber bei wichtigen' Constr«ietion6tt iih-- 
mittelbare Versuche mit den zu verwendende^n MateriiiAten Mer 
noch weit nöthiger sein, als dfeß bei der irbsdltiten ond resp«e^ 
liven Tesligkeit der Fall ist 

Zusatz. Für die meisten practischen Fälle wird es ausreichen, 
mit folgenden Mitlelwerthen zu rechnen*). 

Bei Hölzern: = 0,3 i4, 

„ Gußeisen: ' (> = 20. --4, .:•-..' 

„ Schmiedeeisen: OxaeiO,A^ >«• . 



Bei diesen Angaben haben wir, der Natar der Sache nach, Steine aosge* 
schiosgen. ftemeriienawerth dürfte jedoch Folgendet seift. Ber grüßte Druck, 
welchen die Steine der "* (berilbinten) Neuilly-Bricke (nach Perronnet) mit 
Sicherheit tragen, beträgt 0",0928 KiL auf den QuadratmUtimeier, vnd nach 
Versuchen von SoulTlot müßte er 1,113 Kit. sein, mn diese Steine zu zer- 
driickea. Bei den Pfeilern der Peterskircbe in Rom beträgt für dieselbe Fläche 
(nach Rond^let) dieser Druck 0",1636 Kß., bei den Pfeilern der Paulskirche 
in London: 0,1936 Kit., und bei denen des Pantheons in Paris: 0,^44 KUogr. 
AasfUhrliche Tabellen über die Tragkraft von Steinen^ Mauerwerk, Mörtel etc. 
£ndet man in Rondelet's Art de batir. 



i 
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§. 127. , . 

hi» Gesetze der rttckwirkendcm Festigkeit (Zerkniekungs^ 
festigkeit) fRr Röri^er, deren Höhe die Dicke um ein tuetrloht- 
liebes übertriflt, haben ziwar die au9ge;$eichnetsten «Analytiker 
dureh atlgeifneitie Gleichungen ddrzustiellen sich bemüht*), allein 
die bierdurdi erlangten Resultate stimmten nicht tiberall «se , mit 
den Erfahrungen Qberein, als man dies fih* praktische Ausfüh- 
rungen wünschen mußte. . . i a ' . * 

' Für unsere Zwecke folgen wir dalier (bis auf Weil|ßr^) den 
Regeln ausgezeichneter Experimentator^^ und Teeboik^r. (jwie 
R^nnie, Rondelet, Poncelet, Hodgkiifiisdn u. A.) und "w^nden.nti* 
Bävchst fUr die bei Constmetionen g^V'Ohnlioh Torfeo'midc^W^ 
d«n Fälle, wo die Hdhe (oder LUnge) der zum Stützisn utid 
fragen < angewandten Körper selten das 24 -bis ^Ofache .der 
kleinsten Dicke überschreitet, die Formeln im Zusätze de^, 
vorigen $. an, jedoch mit folgenden Abänderungen der Coeffi- 
cienten* 

1) Bei Höi^ern wird der Werih 0,3 so lange beibehalten als 
die Höhe das sechsfache der (kleinsten) Dicke nicht Über- 
schreitet Von hier ab bis die Höhe die 12fache Dicke 
erreicht, wird gedachter Ceeflicfent zu ^ und voajetzterer 
Grenze ab bis die' Flöhe 24 mal die Dicke übertrifft, die 
Hälfte jenes Goefücienten u. s. f. genommen. , 

2) Bei Gußeisen wird der Coeffleient (20) zu |, J .unä W^ 
' seines Werthes in Rechnung gebracht, je nachdem die IJöhe 

des Körpers respective die 3-, 8- oder 36fache Dicke aus- 
macht« 

3) Bei Schmiedeeisen endlich wird der Goefßcient (10) zu ^ 
oder ^ genommen , je nachdem respective die Höhe das 
12- oder 24fache der Dicke beträgt; 

Ujt der Querschnitt eines Körpers für eme gegebene Bela- 
stung hiernach berechnet, so kann man, zur (annähernden,, £^er 
meistens ausreichenden) Beurtheilung der ds^ei zu erwai'tonden 
Biegung, die Sätze des $. 105. in Anwendung bringen. Ein 
hier folgendes Beispiel wird zur nochmehrigen Erläuterung dieses 
Rechnungsverfahrens dienen. , ' ' " . 

Bai spiel. Ein mit 10000 Kilogramm belasteter horizontaler Balken CI>ttrchzi]9> 
5()I1 dorcb einen senkrecliten Ständer aus Eichenholz von 5 Meter Höhe unterstützt 
werden; es firagt sich, wie man den Querschnitt des letzteren zu nehmen hat. 

Auflösung. Nimmt man zuerst rnji^ 0,1 , sa folgt, wenn man mit a die Seile 
des quadratischen Querschnittes bezeichnet, a=|/-^ = 316,3 Millimeter, d. h. der 
Ständer hätte ungefähr die iSfache Dicke zur Höbe. Uiemach ist aber zufolge der 



Am meisten Smpfehlang Tür Praktiker terdicnt noch: Naviet*, Re 
Lc^ons donne ä Tocole des ponts et cbaussecs Paris, 1B33. Pi'emie 



Rei^rne des 
emlerp Partie. 



176 



obigen Regeln mz zu klein genommen. Wir setzen daher m2='0,2 (d. h. |.0,3>. 
Sodann folgt aber, wie vorher verfahren, a = 223,6 Hillim , d. i. der Stander erhalt 
die 22faclie Dicke znr Hohe, was jedenfalls eulüasig sein dürfte. Um «ms in letzterer 
Beziehung noch mehr Ueberzeugnng zu verschaffen, berechnen wir naeh Ol. §. 105. 
die bei deh gewählten Dimensionen eintretende Biegung! Letztere ergiebt sich aber zu 

10000 10000 t 

'*= 1300(«2S,6)» === lioo. 60000 "^-eöoBT' '^«w «»<* f. «Ht 

folgt, -daß eine «olche Biegung völlig zttlaaaig ist, da dieselbe fSr die Slastidtätsgrense 

Zusatz. Nach Hodgkinsons Versachen läßt sich das Gewicht 
i^W in engl. Tonnen (ä 2240 engl. % *) ausgedruckt, durch welches 
Sfittlen and Stfinder zerknickt (allein durch Biegung zerstört) werden, 
mittels nachstehenden Porroeln berechnen, in welchen überdies D den 
äußern . Durchmesser der Säulen, oder die Seite des Quadrates Yom 
Querschnitte bei Balken, in engl.^ZoUen, d den inneren Durchmesser 
hohler Säulen, ebenfalls in Zollen und L die Länge in Fußen ber- 
zeichneL 



Beschaffenheit der Säulen 
oder Balken 



Beide Enden abge- 
rundet und die Länge 
übertrifüt dcfn lora-- 
eben Durchmesser/^). 



Beide Enden flach 
und die Länge über- 
trifft den aofachen 
Durchmesser. 



Massive cylindrische Säule 
aus Gußeisen 



H^=14,9 



D 



3,76 



L'^' 



W= 44,16 



2)8,55 

f IJ 



Hohle cylindrische Säule 
aus Gußeisen 



1)3,76 jS,76' 



ir=t3 



L'^' 



7)8,65 j3,55 

>f«44,34i:- 



1.7 



Massive cylindrische Säule 
aus Schmiedeeisen 



W = 42,8 



2)8,76 



fr ^13^75 



2)8,55 



Quadratischer Balken aus 
^ trockenem Danziger 
Eichenholze 



W «= 10,95 *L 
Ü 



Quadratischer Balken ans 
trockenem Fichtenholze 
. (Rothtanne) 



»f = 7,81 



D* 



Für kürzere Säulen als die Tabelle angiebt, wobei die Trennung 
theils durch Zerdrücken, iheils durch Zerknicken erfolgt, giebt Hodg- 
kinson zur Berechnung der Belastung = W^ in Tonnen folgende 



*) 1 Kilograram s= 2,20549 % engl, (avoirdupois). 
1 Heter = 3,28089 fuß engl. 

**) Die Abrundung der Enden geschah deshalb, um die Säulen daselbst drehbar 
machen zu können, etwa so, als wenn sie um ein Gelenk beweglich wären. 
Als Lenkstangen bei Dampfmaschinen und Pumpen, bei eisernen Dächern etc< 
finden dergleichen um Zapfen oder Bolzen bewegliche eiserne Balken practische 
Anwendung. Die Säulen mit ganz flych abgeschnittenen finden war^n beim 
Versuche völlig unbewegliche gemacht oder ganz fest gestellt. 
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(ifai sbmI. jim-kI >ih 't'Un-ii'tvi f>j ha»i nf>r; ni'j> ('»«{Miff^iiaiid 
ri^,.;J)io,iFe«|(igkei)(jt«i|ii^»)^i|iAin«i#it^ 



•r»/i 



flacn al)gescnnit(cn und solcaei* 

3. Säulen, die an beiden Enden abgerundet und dereA'^Qif^^ 
«fteÜMiir«« . 4jßr fE;f|rn^j-^(^i»ii»ifl(ft8|lM«ni^frtlifigCttf8e9ljg||e|l)^t( hoble 



Ausführliches über diese für Techniker höchst beachtuHj^i^W^^ 
then Versuche (zugleich mit mehrcte'it AI$l>fUiiii^n. wobei auch der 
Versuchsapparat) giebt Barlo^ Be|^icht'in\den JPhTlös^^phical Trans- 
actions for tfae year 1840. p. 385. ., 

Die TorsionsfeiutiglfV^i^. 



T> '}i\'ni}'.Vi'fA;nM't ,o liiiii ,t .,•} .^s . ^^^i'i'JÄÄ Uigi iiQI. eiu 
f^ir. i03. N p^iis^atischer Körper, der an 

am Hebelarme clß = R, eine 
ÄoeJ^ft JP^ wkl^ |iie eine Ver- 
ffrehung um die Axe Oc zu 

Jb eS «^?*"»'y^ [«gt) i'>^lsl »ÄWhi'i ejtienijdefhrtlgfe 

4 Dr.ehun^ der Durchmesser BB 
des äußeren Normalschnittes in die Lage JSl'Ä^ gebracht, so wird 
^WmPjycJfßWft?'' .f44' i d^^i ,fr«fe^8»«p;,.,^ndljftpli^?.,^,ttn^flrpndert 

•'TTT|Ttt7M7Tnnr!T— t?t1t sj'JHivm '1/: J»9b i'^bo nr>^».'l nf)!iruli> »ili -iin 
. . .^ fabruosssatz mcM bloß, i^enn das. Ma**?«al T*"»<'>se(i isl, sooaerii auchJür 

12 




Den Winkel BcA', welcnen äaliei diQ<i^urchmesser '^der Ireieii 
Endfläche beschreiben, nennt man, insbesondere' den Drehungs- 
winkel f »• ■ 

~6ktil (U'ik& '^!Hi^ti>fniT zw«f 'solche 'gteich^tiige ^nEü/en in 
M W^tf Äikii'Wniim Püaerh zmeat itbd n\ttin(i ^ü/' da$ von 
j^d^^, ,^11^6 .einfcane Faser :fjj^»iehlicl^.,4r€^enden Krdfle^ /f.und 

j«i0N»ft$iiG <to! «^«rfüstaiUtideRiifi'iisenK ,wt,', j^ i ^^Shr )4wii0rfr 

hungswinkel sein soll und je entfernter die Faseni .imm dkr 
Oldiaüb'»iiegbn^2 utRlti%w«ri tetzt«t^ desh^flbl« '^iteil > 4i^'liag#ver- 
aübi^ÜK'^^ Firsef^ViA f6\^tt^^tHtodl^i^'IiimWiiiiß'/'fe '^ritf^^ 

tet' >ife .viy;;^^^^ y?i^^^^ ^^''?*^'^ !f4«.ö''*^'räft^ .,*w"'f[^*t> 

Wäße geringer zu' sein bifiiii^l^ipii./Jfi, DB^r./,^.3qg9. ,^i^'/ ff^seffx 

Bbfe^lehniBt man.dBfaep'dil) Ouf^choHt« '^der ' ^ediKhti^' P>flK 
fiith' Mt i'vktA «»,' »re Etttferatiii^ti Von 'rfer Brehaiö Itiit'ö 
und ö, , ; di^ Dfeha^^sWhkei; Itt' Sexäge^iUägi'ad^ä jlu^g^!dräbti^ | 

mit w, (i)i und die Längen mit # und./,:, j,s9„j»f^ijd .ma,q .^^(f^p ' 

k^We»,.,,; ,,..,., }..,i,:,[ ■..-.j.,'. mI '.'..:> j i.l.j -.fi. ;:•!.';: l^n/ j 

H( i\ Ii; •'.' ;r 'Vw^^^rr ■ /*"'j;.. f V'i»Im,.: ! !'Hi.' (Isi'is.. . sl »U<*l'> / I 

Diese Proportion giebt j 

'<< ' Hat ttan dk&erifi,,'^/!, o,, ti und q, durdv.A^ersuche er- 

B^it^ltji ^o^^l^m^fl^ jp^ rr-Ti b\)i^chnen und diesen Werth als 

di6h Cc^efflcic^üteb' 'd'^r Verdrehung »«sehen, so diiß. onaa e^lt, 
W<jhn;'*ersrfbe mH•^1>ez^<•Wlet wird, ^ \ f 

Das slalisdbei Moment der Kraft p, »ut die Drebaxe bezögen, 
filt^:die'<um*'<^ieiitfiQnite Faser ist ferner ' V . 

' ''^ ^***Ör^WneÄ' Uttä^aen^elbbti K^rpir'* müssen ^* *b^ 7, tü \inf'i 
cöiiktaiite fli^irften ' seiii; ' so daß fefe' ztit^Herieltung' der ^Ütfiitt^iite 
für die Obrigen Fasern oder des Momentes des ganzen Körpers 
iidrwtiF die Bestimmting von; f und ({^ awkönimfen irird! Be- 
zeiciinet man die Summe der Momen((9 idller« Vasi^rn duixib. Z(iq'), 
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SO wird man in Bezug lauf lüe am Hebelarme R wken4^ Ge- 
sammtdrehungskraft P erhalten 

I. PÄ = /-jS(H>»)..- • 

ein Ausdruck, der das Torsionsmmneot des prismatischen Körpern 
sein muß. 

§• 129. ^ 

Nach dem Vorstehenden hat man, um Üir spezielle Fälle 
das Torsionsmoment zu berechnen, nur nöthig den Werth von 
2) (tQ ^), d. i. das TV3gheitsmoment der Querschnittsfläche des pris- 
matischen Körpers in Bezug afiif 'eine Axe zu finden, welche im 
Schwerpunkte der Figur normal auf der Ebene derselben steht. 

Für Querschnitte solcher Körper, deren Torsionsmomente bei 
technischen Gonstruetionen am, meisten .nöthig. werden, sind aber 
die Ausdrücke der betreflfeadeo- Trägbeitsn^upente entwedMr in 
dem Froheren schon yc^Ug berechnet woi'den, oder es lassen sich 
solche aus- den Resultaten an gedachten: Orten unmittelbar ab- 
leiten. Folgende Aufgaben mögen zur weiteren Erläuterung 
dienen. 

A u f g a b e 1 . Der Quersobiiitt des Körpers bilde ein Rechteck 
von der Breite und. Höhe respecllye 6 un^ h^ 

Auflösung. Denkt man sich durch den l$ch#^punkt der 
Querschnittsfläche in der Ebene desselben zwei auf einander 
normale Axen gelegt, die gleichzeitig den Seiten des Rechtecks 
respective parallel sind, so orhält man für die Trägheitsmomente 
bezogen auf diese Axen nach §. 110. bezüglich: j^bh^ und 
ij6'A, daher also, nach I. §. 113: 

S(«(j») = V5*Ä(5> + Ä^), folgl. 
Für das Quadrat, dessen Seite = a ist : 

O i 

Aufgabe' 2. Der Querschnitt des Körpers bil(fe ein re- 
guläres- Sechseck, derl^adius des umschriebenen Kreises sei=:r. 

Auflösung. Unmittelbar aus (1) $. 115. Zusatz 2. folgt 

S (»Q *) = — ^ — . r *, demnach , 

8 / 

Aufgabe 3. Der Querschnitt bilde einen Kreis vom 
Halbmesser = r. 



18a 

t 

Auflösung. Mit Zuziehuiig von (1) $. 114. erhält man 
sofort 

IV. PÄ=-f .-^.r*Ä. 

Für einen hohlen Gylinder, dessen Radien r^ und r sind» 
folgt daher : 

V. /«=J/yat{#^* — r*). 

Soll der hohle Gyfioder mit dem massiven vom Radius r* 
bei einerlei Länge gleiches Gewicht haben, so ist Jt (rL^ — r'^) 
/ssjtr'A d- i- ri' = 2r^ zu setzen. Dieß giebt aber 

I^'t also ^der inbisre Radius eines hohlen Gy- 
linder's eben so gro^ als der Radius eines 
gleictilangen massiven Gylinders von dem- 
selben Gewichte« so wird er von einerlei 
Kraft nur \ mal so viel veirdreht. 

§. 130. 

Eine völlige Zerdrehung des Körpers muß begreiflicher 
Weise entstehen, wenn die ven der Axe entferntesten Fasern 
nicht mehr nachgeben könnep, ohne daß eine wirkliche Tren- 
nung erfolgt 

Bezeichnet man den Widerstand der Drehung, bezogen auf 
die Einheit der Fläche Vom Qi^rschnitt de^ Körpers, für den 
Augenblick der Zerdrehung mit /| die EiTtf^mung, der Faser, 
wo eine Trennung zuerst entsteht, Init ri, so ist'fiUr eine andere 
Faser vom Querschnitte iV in der Entfernung q, der Widerstand 

A . 

ri ^ 
so wie das entsprechende statische Moment 

Für den ganzen Körper, wenn P die Kraft ist, welche, am 
Hebelarme R wirkend, die TrenniiDg erzeugt, folgt ühnlieh f/ie 
im vorigen $. das Trennungsmomeut . 

Bildet der normale Querschnitt einen Kreis, so ist ebenfalls 
nach vorigem §. 

^ • n =^ r, 2 [iq^) = I r* jt, demnach 



!• 
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I. PÄ = T 



jtr' 



Bei Gylindern von gleicher Materie verhalten 
sich also die statischen Momente der Kräfte, 
welche eine Trennung durch Verdrehung be- 
wirken, wie die dritten Potenzen der Halb- 
messer. 
Ist d^r normale Querschnitt ein Quadrat von der Seite = a, 
90 erhält man, wegen ri =» ^ a r 2, 2 (iQ ^) « 



1 ^4 

7« ' 



H. PR=T. 



3/2' 



woraus sich ein ähnlicher Satz, wie beim Cylinder ableiten läBt» 



§. 131. ^ * 

FOr vorbonnnende Rechnungen mögen hier npch nachste- 
hende zwei Tabellen folgen, welche sich auf Längenmaße in 
Millimetern, Winkel in Stfxagesimalgraden ausgectrückt, und auf 
Kilogramme als Ge\^cbte beziehen. 

Tafel 

für die Werlhe des Verdrehtingscoelficienten t. 



Name 
des Körpers. 



Werth von ^ 



Name 
des Körpers. 



TVerlh von L 



Buche 

Eiche 

Erle 

Esche 

Fichte 

Kiefer (Föhre) 



1,56 
0,88 bis 1,47 

1,19 

1,49 
0,70 bis I.IO 
. 1,00 



Lärche 

Tanne . . . . . 
(Jlme (Rüster) . 
Schmiedeeisen 
Gußeisen . . . 
Suhl 



1,39 * 
0,82 bis 1,50 
0,99 

104.0 bis 143,6 
69,2 „ 70,8 

119.1 „ 146,0 



Tafel 

* 

der Werthe des Goeffitienten ti für den Bruch durch Verdrehung. 



Name 
des Körpers. 



ÜVerth von tt. 



Name 
des Körpers. 



Werlh von /i. 



Gußeisen . . . 
Schmiedeeisen 
Stahl 



20,0 bis 45,# 
44,9 

79,85 




21,46 

19,75 

6,58 



Beispiel 1. Wie groß ist die Yenlrehung einer schmiedeeisernen cylindriscben 
Welle von 6" Länge und 0",04 Radius, wenn eines ihrer Enden ein Rad toq 0^,6 
Darchmewer trägt und auf letzteres eine Kraft yon 60 Kilogrammen wirkt ? 



